Megoldas. Ismert, hogy ha az UV szakasz végpontjainak helyvektora u és v, akkor a szakasz tetszéleges T pont-
janak helyvektora t = Au + (1 — A\)v alakban irhato, ahol a 0 < A < 1 szamra A - UT = (1 — \) - TV teljesiil.
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2. dbra

Legyen AD : DB=BE: EC =CF : FA=(1—k):k, ekkor a feltétel szerint k 75 . Ha bevezetjik az zﬁ p és

1@ =r jeloléseket, akkor zﬁ =kp+(1—Fk)reés ﬁ = kr (2. dbra). Mivel a G pont rajta van az AFE szakaszon, van
olyan o szam, amelyre AC = oAE = a(kp + (1 — k)r). Masrészt G a BF szakasz bels§ pontja, tehat létezik olyan 3

szam, amelyre
AC = BAB + (1 - B)AF = fp + (1 — B)kr

Az 1@ kétféle felirasat egyenlévé téve, majd rendezve kapjuk, hogy

a(kp+ (1 —k)r) = Bp + (1 — B)kr,
(ak — B)p = ((1 - Bk —a(l - k))r

Mivel p és r nem parhuzamos vektorok, ez csak akkor teljesiilhet, ha mindkét oldalon 0 az egyiitthato, azaz ha ak =

és (1 — B)k = a(1 — k). Ebbdl az egyenletrendszerbdl kapjuk, hogy o = Vagyis

k2—k+1)
k2 k— k2

(1) @:a(kp+(1—k)r):kz_k+1p+k2_k+1r.

Mivel a B—H> és H j vektorok ugyanazzal az eljarassal allithatok els a B?>' és B—/i illetve a CA és C@ vektorokbol, mint
az /@ vektor az /@ és /@ vektorokbol, azért
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Ezek utan a két haromszog silypontjanak egybeesését mar egyszerd szamolassal igazolhatjuk. Valamely O pontbodl
inditsunk helyvektorokat. Az A, B és C pontok helyvektorait jeldlje rendre a, b és c. Ekkor az ABC haromszog
stlypontjanak helyvektora (a + b + ¢)/3. Megmutatjuk, hogy ugyanez a GHI haromszog sulypontjanak helyvektora
is, amibdl kovetkezik, hogy a két silypont egybeesik.

Mivel u =b —a és v =c — a, az (1) egyenlGséget felhasznalva kapjuk, hogy

e k? k — k?
OC =a+t at - k+1( a)+k2_k+1(c a)
k*—2k+1 k? k — k?
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A (2) és (3) egyenlGségekbdl pedig
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kovetkezik. Ezért

OG+OH+0l a+b+c
3 3
ami éppen a bizonyitandé allitas.
Zsaké Laszlo
dolgozatat felhasznalva

Megjegyzések. 1. A k # 1 feltételt latszolag nem hasznaltuk ki. A kiilonb6z6, vektorokra vonatkozod egyenléségek k = 1
esetén is érvényesek, azonban“ekkor a G, H és I pontok mind egybeesnek az ABC haromszog silypontjaval, tehat nem jon 1et1%
valodi GH I haromszog. Persze a feladat allitasa igaz abban a formaban, hogy az elfajuléo G HI haromszog silypontja megegyezik
ABC sulypontjaval.

2. Feladatunkat tulajdonképpen szamolas nélkiil is megoldhatjuk, felhasznalva a kovetkezs tételt.

Ha az ABC hdromszdg csicsainak helyvektorai a, b és ¢, akkor a hdromszdg sikjaban lévd tetszdleges pont helyvektora egy-
értelmien felirhato aa + b+ ye alakban, ahol a + [+ v = 1.

A kovetkezoképpen okoskodhatunk. Az AFE és BF egyenesek metszéspontjanak helyvektora egyértelmien felirhaté aa +
Bb + e alakban, ahol a + 8+ v = 1. Itt az «, B, v egylitthatok csak a k értékétdl fiiggenek. Ezeket akar ki is szamolhatnank,
de ez teljesen felesleges, hiszen szimmetria okok miatt a masik két metszéspont helyvektora ya + ab + fc, illetve Sa+ vb + ac
lesz. Ezek alapjan a GH I haromszog silypontjanak helyvektora

(v@a+ fb+~vc) + (fa+yb+ac)+ (ya+ab+8c) a+b+4c

3 3

valoban megegyezik az ABC haromszog silypontjanak helyvektoraval.



