I. megoldas. A halmaz elemei legyenek py, ..., p,, a kivalasztott részhalmazok pedig L1, ..., L,,. Ha valamelyik
p; csak egyetlen Lj-ben szerepel, akkor a feltételek szerint abban a részhalmazban az 6sszes elemnek szerepelnie kell,
tovabbi részhalmaz pedig nem lehet kivalasztva, vagyis ekkor m = 1. Tegyiik fel tehat, hogy minden p; legaldbb két
L ;-ben szerepel.
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1. dbra
Minden p; elemhez rendeljiink hozza egy m tagi v, = (vi, vg, ceey v:n) szamsorozatot, amelynek j-edik tagja 1, ha

p; € Lj, egyébként pedig 0. Hax = (z1,...,2Zm) ésy = (Y1, - - -, Ym) két m-tagl valos szamsorozat, « pedig tetsz6leges
valds szam, akkor legyen

X+y: (Il+y17"'7$m+y’m)7 CYXZ(CYIl,...,Oé.Im), <XaY>:Ilyl++l“mym

Ezek a mitveletek a térbeli vektorok Osszeadasanak, szammal valo szorzasanak és skalaris szorzatédnak természetes
altalanositasai. Konnyen meggondolhatd, hogy az 0sszeadas kommutativitasan és asszociativitasan tul még a kovetkezd,
a vektormiveleteknél megszokott azonossagok is érvényesek:

x,y)=(,x), (ax,y)=alx,y), (x+vy,2z) =(x,2)+(y,2).

Mivel a feladat feltétele szerint barmely két kiilonb6z6 elem pontosan egy kivalasztott részhalmazban szerepel egyiitt,
azért i # j esetén (vi,vj) = 1. Feltevésiink szerint pedig minden kivalasztott részhalmaz legalabb két elemd, tehat
minden i-re a v; szamok kozt legaldbb kettd darab 1-es szerepel, azaz (vi,vi) > 2.

Ezek alapjan, ha aq, ..., ay, olyan valos szamok, melyekre ayvy + ... 4+ a,v, = 0= (0,...,0), akkor
0=1(0,0) = <Z%‘Vm Z%‘Vi> = Za?(vi,vi> +2 Z o (v, vj) =
i=1 i=1 i=1 1<i<j<n
= Zaf((vi,vi> -1+ (Za? +2 Z aiaj> =
i=1 i=1 1<i<j<n
n n 2
=S a1+ (X)),
i=1 i=1
ami (v;,v;) —1 > 0 miatt csak ugy teljesiilhet, ha oy = ... =, = 0.
Az aqvi + ...+ ap v, = 0 feltétel tagonként egy-egy linearis egyenletet jelent az a1, ..., a, ismeretlenekre nézve:

ozlv% + agvf ot apv? =0,

vy + agvs ...+ anvy =0,

ozlv,ln + agvfn ot apy) =0.
Ennek az m darab egyenletbdl all6 egyenletrendszernek tehat csak egyetlen megoldasa van, mégpedig az oy = ...
o, = 0.

Megmutatjuk, hogy ez csak akkor lehetséges, ha m > n. Valéban, ha m < n lenne, vagyis az egyenletek szama
kisebb lenne az ismeretlenek szamanal, akkor az egyenletrendszernek végtelen sok megoldasa lenne. Ekkor ugyanis igy
okoskodhatnank: ha «, minden egyenletben 0 egyiitthatéval szerepel, akkor értékét tetszélegesen megvalaszthatjuk.
Ha valamelyik egyenletben nem 0 az egyiitthatéja, akkor abbdl az egyenletbdl «,, kifejezheté a tobbi ismeretlen
segitségével. Ezt a tobbi egyenletbe beirva kapunk egy m — 1 egyenletbdl allo, n — 1 ismeretlent tartalmazoé linearis
egyenletrendszert, ahol az egyenlGségek jobb oldalan ismét csak 0-k allnak. Ezt ismételgetve végiil az egyenletrendszert
egyetlen egyenletre redukilhatjuk, amelyben legalabb két ismeretlen szerepel, ennek viszont nyilvan végtelen sok
megoldasa van.

II. megoldas. Jeloljiikk halmazunkat P-vel, a kivalasztott részhalmazok halmazat pedig L -lel. Feladatunk val6ja-
ban a véges geometridk témakorébe tartozik, ezért az ott szokasos elnevezéseket fogjuk hasznalni. A tovabbiakban P
elemeit pontoknak, L elemeit pedig egyeneseknek nevezziik. Ha feltessziik, hogy £ legalabb kételemi, akkor a (P, L)
parra teljesiilnek a kovetkezsk:

(i) barmely két kiilonb6z6 ponthoz pontosan egy olyan egyenes van, amely Sket tartalmazza,



(74) minden egyenes legaldbb két pontot tartalmaz,

(7i7) legalabb két egyenes van.
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2. dbra

Az ilyen strukturat linedris térnek nevezik. Feladatunk tehat annak belatasa, hogy barmely linearis térben az
egyenesek szama legalabb annyi, mint a pontok szama. (Ez a linearis terekre vonatkoz6 alapvets egyenlStlenség,
melyet De Bruijn—Erdds egyenlGtlenségnek neveznek, mivel az els6 bizonyitasok e két matematikustol szarmaznak. Az
itt kozolt bizonyitas megtalalhatd Kiss Gy. — Szdnyi T.: Véges geometridk cimd konyvében.)

A tovabbiakban tegyiik fel, hogy P = {p1,p2,...,pn}, L = {L1,La,..., Ly} és jelolje n; a p; ponton atmens
egyenesek szamat i = 1,2,...,n esetén, j = 1,2,...,m esetén pedig m; az L; elemszamat, azaz a j-edik egyenesre
illeszked6 pontok szamat.

Ezekre az értékekre egyszert leszamlalas segitségével felirhatunk harom egyenlGséget. Ha az illeszkedd pont—egyenes
péarokat elGszor agy szamoljuk Ossze, hogy megnézziik, hogy egy rogzitett ponton hany egyenes megy at, masodjara
pedig ugy, hogy megszamoljuk, hogy egy rogzitett egyenesre hany pont illeszkedik, akkor a kétféle leszamlalas ered-
ményének meg kell egyeznie, ezért

Ugyanilyen modszerrel kétféleképpen leszamolva az illeszkedd pontpar—egyenes rendezett harmasokat, felhasznalva,
hogy két kiilonboz6 pontnak egyértelmtien létezik 6sszekots egyenese, a kovetkezs egyenlGséget kapjuk:

(2) n(n—1) =Y m;(m; —1).
j=1

Ha pedig egy p; pontot fixdlunk és az (1) egyenlGséget csak az azon atmend egyenesekre alkalmazzuk, akkor az

(3) n—1= > (m;—1)

peL;eLl

egyenl6séghez jutunk. Ez szemléletesen azt tiikrozi, hogy a p; pont minden tovabbi ponttal egy egyértelmi egyenessel
van Osszekdtve.

Ha m > n, akkor készen vagyunk. Tegyiik fel, hogy m < n. Azt kell belatnunk, hogy ekkor itt egyenléség all fenn.
ElGszor megmutatjuk, hogy ha a p; pont nincs rajta az L; egyenesen, akkor n; > my, és egyenlGség pontosan akkor all,
ha minden p;-n 4tmend egyenes metszi L;-t. Ez abbol kévetkezik, hogy p;-t 6ssze tudjuk kétni L; minden pontjaval, s
az igy kapott m; darab egyenes paronként kiilonbozé lesz, mert két kiilonb6z6 pontnak egyértelmien létezik 6sszekots
egyenese. Ha egyenlGség all, akkor pedig p;-n 4t nem is megy tobb egyenes.

Mivel n > m és n; > m; minden nem-illeszkeds (p;, L;) pont—egyenes parra, igy n;(n —m;) > m;(m — n;), azaz

mn; m;

>
m —n; n—m;

teljestil minden neme-illeszkedd (p;, L;) pont—egyenes parra. Adjuk Ossze ezeket az egyenlStlenségeket minden ilyen
parra. Ha a bal oldalakat pontrol pontra 0sszeadjuk, akkor a kévetkezst kapjuk:

(@) Somtm T X g

pi¢L; =1 j:p;¢L;

mivel minden p; ponthoz pontosan m — n; olyan egyenes talalhatd, amely 6t nem tartalmazza. Hasonléan, ha a jobb
oldalakat egyenesrdl egyenesre adjuk Ossze, akkor azt kapjuk, hogy

m m
Dt DL
n—mj -

j=1

i piEL;




Vagyis a (4) egyenlGtlenség miatt
D_mz ) m,
i=1 j=1

itt viszont az (1) egyenlGség miatt egyenléségnek kell fennéllnia. Ez viszont csak ugy lehet, ha m = n, ami éppen
a bizonyitando allitas.

Megjegyzés. Ha az egyenlGség esetét tovabb vizsgaljuk, akkor azt kapjuk, hogy valamennyi (p;, L;) nem-illeszkeds pont—
egyenes parra az n; = m; egyenldségnek is teljesiilni kell. Ez azt jelenti, hogy m = n esetén a linearis tér barmely két egyenese
metszi egymast. Ha van olyan egyenes, amely két pontbol all, akkor nem nehéz belatni, hogy a linearis teriink csak az 1. dbrdn
lathato lehet. Itt L; = {pi,pn} ha 1 < i < mn, és L, = {p1,p2,...,Pn—1}. Ha viszont minden egyenes legalabb harom pontbol
all, akkor struktdrank an. véges projektiv sik lesz. Erre a legegyszertibb példa a 2. dbrdn lathaté Fano-sik. Ebben az esetben
P={A,B,C,D, E,F,G}, az egyenesek pedig {A, B, D}, {B,C,E}, {C,D,F}, {D,E,G}, {E,F, A}, {F,G,B} és {G, A,C}.



