I. megoldas. Mivel a, b, ¢ pozitiv szdmok, az egyenlGtlenség mindkét oldala pozitiv. Vegyiik az egyenlGtlenség
oldalainak 10-es alapu logaritmusat. Ez a fliggvény szigortian monoton novekedd, tehat a relacié iranya valtozatlan
marad.

lg (abbcc“) <lg (a“bbcc).

Alkalmazzuk most a szorzat és a hatvany logaritmusara vonatkoz6 azonossigokat.

1g(a®) +1g (b°) +1g (c*) <lg(a®) +1g (b°) +1g (),
b-lga+c-lgb+a-lgc<a-lga+b-lgb+c-lgc.
Hasznaljuk fel a rendezési tételt, miszerint két valos szamokbol allé azonos elemszami sorozat permutaciobol képzett
szorzatOsszeg akkor maximalis, ha a két sorozat azonosan rendezett.

Legyen most a két haromelemt sorozat a, b, ¢ és 1ga, lgb, lg c. A logaritmusfiiggvény szigoria monoton novekedése
miatt a két sorozat azonosan rendezett, igy

b-lga+c-lgb+a-lgc<a-lga+b-lgb+c-lgc
teljesiil, az atalakitasok ekvivalencidja miatt az eredeti egyenlétlenség is igaz. EgyenlGség a = b = ¢ esetén all fenn.

II. megoldas. El6szor egy jol hasznalhato algebrai egyenlGtlenséget idéziink fel. Legyenek a, b, ¢ pozitiv szamok,
ekkor
(a—b)>2+B—0c)+(c—a)’>0.

Kifejtés utan osszunk végig kettével, majd adjunk mindkét oldalhoz 3(ab + be + ca)-t.
242 + 2b% + 2¢* — 2ab — 2bc — 2ca > 0,
a?+b%>+c® —ab—bec—ca>0,
a? + b% + 2 + 2ab + 2bc + 2ca > 3ab + 3bc + 3ca.
Most mindkét oldalt a pozitiv 3(a + b + ¢)-vel elosztva kapjuk, hogy

a+b+c> ab + bc + ca

1
(1) 3 T a+b+c

Alkalmazzuk két valtozatban a silyozott kdzepek kozotti ismert egyenlGtlenségeket. ElGszor irjuk fel az a, b, ¢ pozitiv
szamokra, a, b, ¢ sulyokkal a stlyozott mértani és harmonikus kozép kozotti egyenlGtlenséget:

_1_ a+b+c a+b+c
2 apbee) aFbe > - .
(2) (a”0c) “aLIypIicl 3

Ezutan az a, b, ¢ szamokra b, ¢, a silyokkal hasznaljuk fel a stlyozott szamtani és mértani kdzép kozotti egyenlStlen-
séget.

b-a+c-b+a-c>
a+b+ec -

(3)

(abbece) aoTe.

Vegiil (1), (2) és (3) egybevetésébol, az egyenlStlenség mindkét oldalat (a 4+ b 4 ¢)-edik hatvanyra emelve, kapjuk a
feladat allitasat:

a+b+c S ab 4+ be + ca S
3 - a+b+c —
a®?c® > abbecl.

(aabbcc)ﬁ > (abbcca)ﬁ,

Egyenlgség az (1) egyenlStlenségben — és ennek megfelelGen a feladat allitasaban is — akkor és csak akkor van, ha
a=b=c

Megjegyzés. Tobben a rendezési tétel felhasznalasa nélkiil esetekre bontottak a vizsgalatot a, b, ¢ nagysagi sorrendje szerint.
Ezzel kapcsolatos jellemz6 hiba volt, hogy szimmetrikusnak itélték az egyenlStlenséget a valtozokban, s emiatt csak az esetek
felére bizonyitottak az allitast.



