I. megoldas. Az A, B, C pontokat az e egyenesre merslegesen vetitve, a kapott pontokat jeldlje rendre A;, By,
(. Pithagorasz tétele szerint

PA? +2PB?* + 3PC? = (PA} + 2PB} + 3PCY) + (AA? 4+ 2BB; + 3CCY).

Az e egyenest a szamegyenessel azonositva, az A;, By, C7 pontok koordinataja legyen rendre a, b, ¢, az ismeretlen
P pont koordinataja pedig z. Mivel AAT + 2BB? + 3CC} allando, a szoban forgd dsszeg akkor a legkisebb, amikor

PA? +2PB? +3PC? = (. —a)® + 2(z — b)* + 3(z — ¢)?
értéke a lehetd legkisebb. Ezt az x-ben mésodfoku kifejezést teljes négyzetté kiegészitve
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adodik. Ez nyilvan akkor a legkisebb, ha
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Ekkor a P pont éppen a BC'D haromszog sulypontjanak az e egyenesre esé meréleges vetiilete, ahol D az AC szakasz
felez6pontjat jeloli.
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II. megoldas. Legyen R olyan pont, melyb6l indulo 1?4 =a, ]@ =bés ]@ = c vektorokra teljesiil az a+2b+3c =
0 Osszefiiggés, tovabba legyen RP = p. Azt, hogy ilyen R pont létezik, késébb bizonyitjuk. Ekkor

PA? 4+ 2PB?+3PC? = (a—p)®+2(b—p)° +3(c—p)’ =
= (a2 +2b% + 3c2) +6p? — 2p(a+2b + 3c) = (a2 +2b% + 3c2) + 6p>.

Az a, b és ¢ rogzitett vektorok, ezért a kifejezés értéke akkor a legkisebb, ha p? értéke a lehetd legkisebb. Ez akkor
kovetkezik be, amikor az RP szakasz hossza minim4lis, azaz a keresett pont éppen R-nek az e egyenesen 1év6 merdleges
vetiilete.

Meg kell még hataroznunk az a+2b+ 3c = 0 Gsszefiiggésnek eleget tevé R pontokat. Megmutatjuk, hogy pontosan
egy ilyen tulajdonsiagu pont van, s ez annak a BC'D haromszognek a sulypontja, melynek D cstcsa az AC szakasz
felez6pontja.

Ha ugyanis ﬁ = d, akkor a silypont tulajdonsagaiboél kovetkezGen b+ c+d = 0, D felez6pont volta miatt pedig
d = (a+ ¢)/2, vagyis
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Tehat ez a pont eleget tesz a kévetelmén&ek.
Ha valamely T pontra teljesiil, hogy T'A + 2ﬁ + 31% = 0, akkor

O:T_1>4+2T_B>+3T7:(ﬁ+ﬂ)+2(ﬁ+ﬁ)+3(ﬁ+ﬁ):

— 6TE +a+2b+3c = 6TE,

tehat ﬁ =0, azaz T egybeesik R-rel.

Megjegyzés. Ha adott egy ABC haromszog, valamint az «, 8, v valos szamok, melyekre oo + 8 + v # 0 teljesiil, akkor
megmutathato, hogy pontosan egy olyan P pont van, melyre fennall az aﬁ + BPB 4 vPC = 0 0Osszefiiggés, masrészt pedig
a haromszog sikjanak barmely pontjahoz létezik olyan («, 3,7) skalarszorzo erejéig egyértelmt, rendezett szamharmas, melyre
teljesiil az Osszefiiggés. Az érdekl6ds olvasod ennek részletes leirasat megtalalja példaul Hajos Gy.: Bevezetés a geometridba cimi
koényvében a baricentrikus koordindtdkrol szolé 35.5. részben.



