I. megoldas. Legyen az M N szakasz felez6pontja 7. Ha M = A, s ezért N = F', akkor T az AF él X felez6pontja,
ha pedig M = C, s ezért N = B, akkor T'a BC él Y felez&pontja. Megmutatjuk, hogy a keresett mértani hely az XY
szakasz.

1. dbra

Mivel AM = FN és az AC, valamint F'B lapatlo egyenesek a kocka ADF oldallapjanak S sikjaval ugyanakkora
szOget zarnak be, az S siktol az M és N pontok egyenls tavolsagra vannak. Legyen az M-en és N-en dtmend, S-sel
parhuzamos T sik és az AB egyenes doféspontja K. Ekkor K N parhuzamos AF-fel, tehat a BK N és BAF haromszogek
kozéppontosan hasonléak. Ezért a KN szakasz L felez6pontja rajta van a BX egyenesen.

A KM N haromszogben LT kozépvonal, ezért parhuzamos K M-mel, s igy az Y-t tartalmazé BC-vel is. Ez viszont
azt jelenti, hogy ha az X BY haromszoget X-b6l kozéppontosan kicsinyitjiik olyan ardnyban, hogy B képe L legyen,
akkor Y képe T lesz, tehat T rajta van az XY szakaszon.

Megforditva, ha T" az XY szakasz tetsz6leges belsé pontja, akkor legyen a T-n atmend S-sel parhuzamos siknak az
AB, XB, AC és FB szakaszokkal valoé metszéspontja rendre a K, L, M és N. Ekkor a parhuzamos szel6k tételébdl
kovetkezik, hogy LT kozépvonal a K M N haromszégben, tehat T az M N szakasz felez6pontja. Masrészt ugyancsak a
szel6tétel szerint

AM : AC = AK : AB=FN : FB,

vagyis AC = F'B miatt AM = FN.
Tehat T elsall valamely megfelel6 szakasz felezGpontjaként.

II. megoldas. Vegyiink fel egy koordinatarendszert gy, hogy az A pont legyen az origd, a B, D és F pontok
rendre az xz-, y- és z-tengely pozitiv felére essenek, az egységet pedig tgy valasszuk, hogy e harom pont esetén a 0-t6l
kiilonboz6 koordinata 2 legyen (2. dbra).

Ekkor C'(2;2;0), az AC szakaszon 1év6 M pont koordinatai (2a; 2a;0) valamely 0 < a < 1 valos szamra, s az AM
szakasz hossza 2v/2a. Mivel a BF szakaszon lévé pontok koordinatai ¢ - (2;0;0) 4+ (1 —¢) - (0;0;2) = (2t;0;2 — 2t)
alaktak, ahol 0 <t <1, azért ha az N ponthoz a t paraméterérték tartozik, akkor az F'N szakasz hossza

\/(2t —0)2+ ((2—2t) —2)* = 2v21.




Az AM = FN feltételbol tehat az kovetkezik, hogy a = ¢, vagyis N koordinatai (2a;0;2 — 2a). Tehat az M N szakasz
K felez6pontjanak koordinatai (2a;a;1 — a).
Mivel a tetsz6leges 0 és 1 kozti értéket felvehet, a keresett mértani hely megegyezik a

K={(2a;a;1-0a): 0<a<1}

ponthalmazzal. Az X = 2a, Y = a, Z = 1 — a feltételekbol azt kapjuk, hogy K része az X/2 =Y = —-Z +1
egyenletrendszerd egyenesnek. S mivel a minden 0 és 1 kozti értéket felvesz, azért IC éppen az ezen az egyenesen 1évé
(0;0;1) és (2;1;0) pontok osszekots szakasza. E két pont a kocka AF, illetve BC' élének felezGpontja, tehat a keresett
mértani hely e két élfelez6pont 0sszekdts szakasza.

II1. megoldas. A tér tetszGleges P pontjanak helyvektorat jelolje p. Ekkor az AF él X és a BC él Y felez6pontja-
f b
nak helyvektora x = %, illetve y = % Minthogy AC' = BF, ha valamely 0 < A <1 esetén M az AC lapatlot

A (1 —)\) ardnyban oszt6 pont, akkor az N pont az F'B lapatlot szintén A : (1 — A) ardnyban osztja, és viszont. Ekkor
az. M N szakasz Z felezGpontjara
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vagyis z = (1 — A)x + Ay, tehat ekkor Z is A : (1 — \) ardanyban osztja az XY szakaszt. Ezért a keresett mértani hely
éppen az XY szakasz.



