Megjegyzés. Tegyiik f6l, hogy létezik ilyen 2 < n-edfokd f polinom. Els6ként azt igazoljuk, hogy a polinom minden egyiitt-
hatoja racionalis szam (az f feltételezett tulajdonsagabol itt csupan arra lesz sziikség, hogy a polinom minden raciondlis helyen
racionalis értéket vesz fol). Ehhez egyrészt megmutatjuk, hogy egy legfeljebb n-edfoki polinomot egyértelmiien meghatéaroz
n + 1 kiilonb6z6 helyen folvett értéke. Valoban, ha fi és f2 foka legfeljebb n, és példaul fi(1) = f2(1), fi(2) = f2(2), ...,
filn+1) = fa(n + 1), akkor az ugyancsak legfeljebb n-edfoki f1 — f2 polinomnak létezik legalabb n + 1 kiilonboz6 gyoke:
1,2,...,n+ 1. Ez csak gy lehetséges, hogy fi — f2 a nullapolinom, vagyis fi = fo.

Tekintsiik masrészt (minden 1 < j < n + 1-re) az n-edfokd

o (z-D@x-2)..z-G-D)(e—(G+1)...(x— (n+1))
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polinomokat. Ezek egyiitthatoi raciondlis szamok, és minden 1 < k <n + 1l-re

05(k) = 1, hak=y,
710, hak # .

Ebbdl kénnyen lathato, hogy az ugyancsak raciondlis egyiitthatos és legfeljebb n-edfokd f* = f(1)l1+ f(2)la+. ..+ f(n+1)lnt1
polinom az 1,2,...,n + 1 helyeken rendre ugyanazokat az értékeket veszi fol, mint f, ezért a fentiek értelmében f* = f.

Masodjara azt mutatjuk meg, hogy ha létezik a feladat kovetelményeit kielégité polinom, akkor olyan polinom is talalhato
erre a célra, amelynek egyiitthatoi egész szamok. Jeldlje ugyanis ¢ az el6bbi f polinom egyiitthatéiban a nevezdk legkisebb kozos
tObbszoroseét, ekkor f helyett ¢ f ugyanigy megfelels, és egészek az egyiitthatoi.

I. megoldas. Ha f egy megfeleld, egész egyiitthatos polinom, akkor f + c is megfelels, barmilyen c raciondlis szam
valasztasa mellett. Ennek alapjan feltehetjiik, hogy

f=apx" + an_ 12" V4. arx

olyan, a feladat feltételeit kielégits, egész egyiitthatos polinom, amelynek a konstans tagja nulla. Mivel a raciondlis
helyeken f minden raciondlis értéket felvesz, specidlisan minden p primhez létezik olyan 'z—p — egyszertsitett tortként
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felirt — racionalis szam, amelyre f (t_p> = p. Itt mindkeét oldalt ¢;-nel megszorozva, majd rendezve:
P
ansy + an_ls;}*ltp + ...+ alsptzfl = pty.

A bal oldalon minden tag oszthato s,-vel, ezért s, oszt6ja pt,-nek is; azonban (a tOrt egyszertisitett alakja miatt) s,
relativ prim ¢)-hez, igy t;-hez is, kdvetkezésképpen s, osztoja p-nek.
Hasonléan kapjuk, az iménti egyenl&ség
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alakba torténd atrendezésével, hogy a,s; oszthato t,-vel, ezért a, is oszthato t,-vel. Mindez azt jelenti, hogy
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ahol v, az a,, fGegyiitthato valamelyik (pozitiv vagy negativ) osztoja. Az ilyen — szamok csak véges sokan vannak, a
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p primek szama viszont végtelen, ezért végtelen sok p primre az els6 eset kovetkezik be: f <£> = p, azaz (felhasznélva,
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Innen g <£> = vp, végtelen sok p primre. Mint lattuk, itt P végtelen sok, v, pedig véges sok szamot jelent, igy
Up v
van olyan raciondlis (vp) érték, amelyet g végtelen sokszor felvesz. Ebbél kovetkezik, hogy g konstans polinom, akkor

viszont f = x - g els6fokd, ami ellentmondas. Tehat nem létezik a feladat kovetelményeit kielégité polinom.

hogy f = z - g, alkalmas g polinommal)

II. megoldas. A feladat feltétele és az eloljaroban bizonyitottak szerint van olyan legalabb masodfoku, egész
egyiitthatos f polinom, hogy az f(x) = a egyenletnek minden a racionalis szdmra van racionalis megoldasa — vagyis
a h = f — a polinomnak minden a racionalis szamra van raciondlis gyoke. Legyen a = 1/p, ahol p olyan primszam,
amivel az f polinom a,, f6egyiitthatdéja nem oszthato. Tekintsiik a ph = pf — 1 egész egyiitthatos polinomot, ennek
tehat létezik racionalis gyoke. Ugyanakkor itt a konstans tag nem oszthaté p-vel, a tobbi egyiitthato viszont oszthato
vele, a pa, fegyiitthato pedig nem oszthato p*-tel (hiszen a,, nem oszthaté p-vel); vagyis erre a polinomra teljesiil a
Schonemann—FEisenstein-kritérium ,forditott” valtozata. Az errdl szolo nevezetes tétel szerint ph (és ezzel ekvivalens
modon i) nem bonthato fel két raciondlis egyiitthatos, nem konstans polinom szorzatara. Ez viszont ellentmond annak,
hogy a polinomnak van racionéalis gy6ke — h(r) = 0 ugyanis éppen azt jelenti, hogy x — r kiemelhetd h-bol. Mivel pedig



f, és igy h is legalabb masodfoka, a h = (z — r) - g felbontasban egyik tényez6 sem konstans. A kapott ellentmondas
szerint nem létezik a keresett polinom.

II1. megoldas. Legyen ismét f = a 2™ +. ..+ a12+ ap egy keresett, egész egyiitthatos polinom; nyilvan feltehetd,
hogy a f6egyiitthatoja, a,, pozitiv. Ekkor f végtelenben vett hatarértéke +o00, a —oo-ben pedig —oo, hiszen egyébként
alulrol korlatos lenne, és igy nem vehetne f6l minden raciondlis értéket. Igy létezik olyan (pozitiv) ¢ korlat, hogy
(¢, 400)-en az f fliggvény szigortian monoton nd, és minden a < cre f(¢) > f(a). Ezekbdl kovetkezik, hogy ha
c<m <k, akkor f(m) és f(k) kozotti értékeket csak m és k kozott vehet fel az f. Igy, mivel k > ¢,
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alkalmas, csak az a; egylitthatoktol és n-tél fiiggs c; konstansokkal. Ezért
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Flk+1) = f(k) = k"~ (nay + =24 s )
Az els6 tényez6 +oo-ben vett hatarértéke +o00, a masodiké na,, igy f(k+1) — f(k) a +oo-hez tart. Ebbdl kovetkezik,
hogy tetsz6legesen sok egész szam esik f(k + 1) és f(k) kozé, ha k elég nagy, és ezeket az egész értékeket az f-nek
k+ 1 és k kozé est racionalis helyeken kell felvennie.

kt
Utobbiak altalanos alakja &k + ; = %, ahol 0 < s < t, és az s,t egészek egymashoz relativ primek.
kt
Ha f(k) <g< f(k+1), q egész, és f < ;—S> = q, akkor

kt+s\" kt+s n-l kt +s
an r + an-—1 7 +...+a; : +ap = ¢,
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an(kt +8)" +an_1(kt +3)"" t+ ... +ar(kt + s)t" "+ apt" = qt",

—an(kt+8)" = an_1(kt+ )" "t + ... 4+ ay(kt + )" + apt™ — qt",

igy an(kt + s)" oszthato t-vel. Mivel s és t egyméashoz relativ primek, azért kt + s és t is relativ primek egymashoz,
tehat az a,, is oszthato t-vel. Ez véges sok (legfeljebb a,, darab) értéket enged meg ¢-nek, akkor viszont (0 < s < ¢

kt
miatt) s, és igy a szobajovs k + 5_Mtts helyek szdma is korlatozott — mondjuk, legfeljebb M. Ha k olyan nagy,

hogy M-nél tobb egész szam esik f(k + 1) és f(k) kozé, akkor ellentmondast kapunk, tehat a kivant polinom nem
létezik.

Megjegyzés. Mind a harom ismertetett megoldas a feltételezett polinomrol csupan azt hasznélja ki, hogy minden racionéalis
értéket folvesz raciondlis helyen; mar ilyen polinom sem létezik tehat.



