Megoldas. Jelolje a d teriiletd lappal szemkozti csticsbol a masik harom csticsba mutatd vektort x, y és z.

kovetkezik, hogy
20 =|xXy|, 2b=|yxzl és 2c=|zxx|
Ugyanakkor a d teriiletii haromszoglap két oldalvektora z — x és y — x (1. dbra), ezért a vektorialis szorzasnak az
Osszeadasra vonatkoz6 disztributivitasa valamint a tetszéleges u és v vektorokra fenndllb uxu=0ésuxv =—-vxu
azonossagok miatt
2d=(z—x)X(y—X)|=|—-xXy—y xz—2zXX]|.

Az x Xy, y x z és z x x vektorok merslegesek a tetraéder megfelels lapjaira, ezért az altaluk bezart szogek éppen a
lapok altal bezart szogek kiegészits szogei, azaz rendre 180° — ~, 180° — « és 180° — 5.
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1. dbra

(Ezt az ismert Osszefiiggést konnyen belathatjuk. Ha a tetraéder két lapjanak kozos éle a k szakasz, ennek egy
tetsz6leges belsé pontja P, a k-ra merdleges S sik pedig a lapokat az e és f szakaszokban metszi (2. dbra), akkor az
e két szakasz altal bezart sz0g éppen a két lap szoge (ez a sz0g tompaszog is lehet, ellentétben a két lap sikjainak
hajlasszogével).

2. dbra

A lapok normalvektorai, n; és ns benne vannak az S sikban, s mivel a normalvektorok az adott sikok minden
egyenesére merdlegesek, azért n; L e és na L f (3. dbra), amibdl azonnal adodik a szégekre vonatkozo allitas.) Ezért
a vektorok skalaris szorzatdnak tulajdonsagait felhasznélva kapjuk, hogy

A2 = (—x xy—yxz—zxXx) =
=@xxy)’+¥xz)’+@xx)’+
+2xxy)yxz)+2(y xz)(zxx)+2(zxx)(xXYy)=
=4(a® + b* + ¢® + 2ab - cos (180° — ) + 2bc - cos (180° — a) +
+ 2ca - cos (180° — f3)) =
= 4(@2 + b2 4 ¢ —2ab - cosy — 2bc - cos o — 2ca - COSB),

amibdl 4-gyel valé osztas utan adodik a bizonyitandé allitas.

8. dbra



Megjegyzések. 1. A feladat allitasat nevezhetjiik tetraéderekre vonatkozd koszinusztételnek, mert a ,szokasos” koszinusztétel
természetes altalanositasa.

2. A megoldas soran belattuk azt az ismert allitast is, mely szerint ha egy tetraéder minden lapjdra egy olyan vektort dllitunk,
amely az adott lapra merdleges, kifelé mutat, hossza pedig megegyezik az adott lap teriletével, akkor az igy kapott négy vektor
osszege 0.



