Megoldas. Jelolje a négyszog csucsait negativ koriiljaras szerint A, B, C' és D, szogeit «, 3, v és §, a beirt négyszog
csucsait pedig X, Y, Z és V. Mivel ABCD hurnégyszog, ezért van két olyan szomszédos szoge, melyek egyike sem
hegyesszog. Valaszthatjuk tgy a csticsok betiizését, hogy «, 5 > 90° teljesiiljon.

A legkisebb keriileti beirt négyszog keresését az ilyen feladatoknal szokésos tiikrozéses modszerrel végezzik, azaz
a legrovidebb zart sokszogvonal meghatarozasat visszavezetjiik két adott pont kozti legrovidebb ut megkeresésére.
Ennek érdekében az ABCD négyszoget egymds utdn harom egyenesre tiikrozziik. ElGszor a BC oldal egyenesére
tiikrozve kapjuk az A’BCD’ négyszoget. Ezt a CD’ oldal egyenesére tiikrozve az A” B'C D’ négyszoghoz, végiil pedig
azt a D'A” oldal egyenesére tiikkrozve az A”B”C’D’ négyszdghdz jutunk. A tiikrozések soran a ABCD négyszdgbe
irt XY ZV négyszog elébb az X'YZ'V', majd az X"Y'Z'V", vegiil pedig az X"'Y"Z"V" négyszdgbe keriil. Mivel
a tengelyes tiikrozés tavolsagtartd, az XY ZV négyszog keriilete megegyezik az XY Z'V"” X" térdttvonal hosszaval,
ami legaldbb akkora, mint az X X" szakasz hossza (1. dbra).

Megmutatjuk, hogy az X X" szakasz hossza nem fiigg az X pontnak az AB szakaszon elfoglalt helyzetétsl. Az
AB félegyenest 180°-os forgatas viszi a BA félegyenesbe. Mivel ABC< = CBA'< = 3, a BA félegyenest 23 szogd
forgatas viszi at a BA’ félegyenesbe, azt 180°-os forgatas viszi az A’ B félegyenesbe, amit pedig o szdgi forgatas visz
az A'D’ félegyenesbe. Ezt 180°-os forgatas viszi a D' A’ félegyenesbe, amit 26 szdgi forgatas visz a D' A" félegyenesbe.
Vegiil a D' A” félegyenest 180°-os forgatés viszi az A” D’ félegyenesbe, amit —« szogi forgatés visz az A” B”-be. Mivel
ABCD huarnégyszog, azért 26 = 360° — 2. A forgatasok szogeinek Osszege 360°-nak egész szamu tObbszorose, ezért

az A"B" félegyenes iranya megegyezik az AB félegyenesével, tehat AA” = BB" = XX"". Vagyis az X X" szakasz
hossza megegyezik AA"” hosszaval, tehat fiiggetlen az X pontnak az AB szakaszon elfoglalt helyzetétdl.

Ha az X X" szakasz metszi a BC, CD’ és D' A" szakaszokat, akkor az Y, Z és V pontok megvalaszthatok ugy,
hogy az Y, Z' és V" pontok rendre ezekkel a metszéspontokkal essenek egybe. Nyilvanvalo, hogy az XY ZV négyszog
keriilete ebben az esetben lesz a lehetd legkisebb. Ha viszont ez nem teljesiil, akkor az XY Z'V" X" tordttvonal hossza
csak dgy lehet a lehetd legkisebb, ha valamelyik toréspont csticspontba esik. Kénnyd meggondolni, hogy ekkor azon
XY ZV négyszogek koziil, melyeknek X csdcsa rogzitett, a tobbi pedig a megfelel6 oldalak belsejébe esik, nem lesz
legkisebb keriiletd, hiszen az ilyen négyszogek keriilete a legrévidebb tordttvonal hosszat tetszélegesen megkozelitheti
ugyan, de el nem érheti. Vagyis ha nem talalhaté az AB oldal belsejében a fenti tulajdonsaggal rendelkezé X pont,
akkor a feladatnak nincsen megoldasa.

A megoldhatosdgnak tehat nyilvanvaloan sziikséges feltétele, hogy az ABB"” A" paralelogramma koriiljarasa is
negativ irdnyu legyen, vagyis hogy az A” AA’ irdnyitott szog a BAA’ szognél nagyobb legyen. Az AA’B egyenlGszara
haromszdgben a B-nél 16v6 szog 360° — 28 = 26, tehat BAA'<< = 90° — §. Ehhez hasonl6 az A” A’D’ haromszog,
a hasonlosag aranya pedig AD : AB, vagyis az A’ A szakaszt ilyen aranyt, o szogi forgatva nyujtas viszi az A’A”
szakaszba. Ezért az A” AA’ haromszdg hasonlé a DBA haromszoghoz, tehat A”AA'< = ABD< = ACD<. Vagyis
az A"AA < > BAA'< feltétel egyenértéki az ACD< > 90° — CDA< feltétellel, ami pontosan akkor teljesiil, ha
DAC< < 90°, ez pedig «, 8 > 90° mellett pontosan azt jelenti, hogy az AC'D haromszog hegyesszogt, azaz koriilirt
korének kozéppontja a haromszog belsejében van. Vagyis az ABC' D négyszog koriilirt korének kézéppontja a négyszog
belsejébe esik.

Megmutatjuk, hogy ha ez a feltétel teljesiil, akkor az AA” szakasz, esetleg a C pont érintésével, végig az ADCB'A"D'A’'B
sokszdgon beliil halad. Ehhez csak annyit kell ellendrizni, hogy az AA” szakasz a BC egyenest a BC szakaszon metszi,
vagyis hogy CAB< > A” AB<. Mivel

A"ABa = A"AA'« — BAA'<=90° — DAC«,

ez pontosan akkor all fenn, ha o = DAC< + CAB< > 90°, ez viszont kezdeti feltevésiink miatt igaz. Hasonloképpen
igazolhato az is, hogy a BB" szakasz, esetleg a D’ pont érintésével, végig a BCB' A" B"C' D’ A’ sokszdgon beliil halad,
ez ugyanis ekvivalens a § > 90° feltétellel. Ekkor viszont az X pont tetszéleges valasztasa esetén teljesiil, hogy az X X"
szakasz metszi a BC, CD' és D' A" szakaszok mindegyikét.

Osszefoglalva tehat, a feladatnak pontosan akkor van megoldasa, ha az ABCD hurnégyszog koriilirt korének
kozéppontja a négyszog belsejébe esik. Ekkor a feladatnak végtelen sok megoldéasa van, melyek a kovetkezd eljarassal



kaphatok meg. Szerkessziik meg az A', B’, C’, D', A” és B"” pontokat az 1. dbranak megfeleléen. Az AB szakasz
tetszoleges X belss pontjat kijeldlve, az AA”-vel X-en at htzott parhuzamos a BC, CD’, D' A” szakaszokat elmetszi
az 'Y, Z', V" pontokban. Innen a V', Z, V pontok tiikrézésekkel megkaphatok, és igy létrejon egy XY ZV négyszog,
ami megoldasa a szerkesztési feladatnak (2. dbra).

2. abra



