I. megoldas. Vegyiink fel egy derékszogi koordinatarendszert agy, hogy annak z tengelye az e, az y tengelye az
e2 egyenes legyen, az egységet pedig valasszuk ugy, hogy a P pont mindkét koordinataja 1 legyen. Ha F» = (0;a), ahol

a # 1, akkor az f egyenes egyenlete Y = (1 — a)X + a, vagyis az F} pont koordinatai (Ll; O). Hasonloképpen ha
a —

b
G2 = (0;b), akkor a g egyenes egyenlete Y = (1—b)X +b, a G; pont koordinatai pedig (—; O), ahol b # 1. Tovabba
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a # b is teljesiil, mert f és g kiilonboz6 egyenesek.
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Ha a és b valamelyike 0, akkor az F1Go N FoGG; metszéspont az origd. Ha a # 0 # b, akkor az F1Gs és FoGy
egyenesek egyenlete a tengelymetszeteikbél egyszeriien felirhato.
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Ha = , azaz a+b = ab, akkor a két egyenes parhuzamos. Ha a4 b # ab, akkor létezik M, = (zo; o)
a
metszéspontjuk, és az egyenletrendszert megoldva kapjuk, hogy
ab i —ab
To=—"""7—= &5 = —— = -1y,
ab— (a +b) W= ab—(a+0) 0
ami azt jelenti, hogy M, mindig rajta van az ¥ = —X egyenletd egyenesen, ami az e; és ez egyenesek masik
szogfelezGje.
Megmutatjuk, hogy az Y = — X egyenes minden pontja el6all M, ; alakban. Az origérél mar lattuk, hogy a mértani
1
helyhez tartozik. Ezért elegendd azt meggondolnunk, hogy a és b megfelels valasztasdval — = 1 — — — 7 még az
a

Zo
a,b#£ 0,1, a # b feltételek mellett is tetszoleges értéket felvehet, ami nyilvanvalo. A keresett mértani hely tehat az ey
és eg egyenesek két szogfelezGje koziil a P pontot nem tartalmazoé teljes szogfelezd egyenes.

II. megoldas. Megmutatjuk, hogy a keresett mértani hely az e; és e egyenesek mésik szogfelezdje.

Jeloljiik r-rel az ey és eg egyenesek P pontot tartalmazo szogfelezGjét, s-sel pedig a két egyenes méasik szogfelezGjét.
Legyen h az F ponton dtmend e;-gyel parhuzamos egyenes, tovabba legyen O = e;Neq, Q = F1GaNFeG1, R=rNh
és S =sNh. Az ey, ea, f és g egyenesek lehetséges helyzetétdl fiiggben az O pont az F1Gy és FoGo szakaszok koziil
egyiknek sem (2. dbra), pontosan egynek (3. dbra), vagy mindkettének (4. dbra) belsé pontja. Kovetkezd allitasaink
mindhérom esetben érvényesek.
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4. dbra

Mivel h és e; parhuzamosak, a POF} és a PRF, haromszogek, valamint a QOG; és a QSF, haromszogek is
hasonléak, mert megfelels szogeik megegyeznek. Tehat a haromszogek megfelels oldalainak ardnya is egyenld, azaz
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Alkalmazzuk az F}G1F, haromszogre és a Go pontra Ceva tételének altalanositasat. Mivel az F1Q, G1 P és F»0O
egyenesek mindegyike atmegy Go-n, ezért
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amibdl felhasznélva az (1) egyenlSségeket, kapjuk, hogy FoR = F5S. Ez viszont azt jelenti, hogy az OF3R és OF5S
haromszogek egybevagoak, mert megegyezik két-két oldaluk és az azok 4altal bezart sz6g (hiszen a h egyenes definicidja
miatt OF, R = OF35< = 90°.) Vagyis FobOQ< = FoOP< = 45°, tehat @) rajta van az s egyenesen.

Megmutatjuk, hogy az s egyenes tetszGleges T pontja el6all FiGo N FoGy alakban megfelel6en valasztott f7 és
g7 egyenesek esetén. ElGszor legyen f1 egy rogzitett, P-n atmend, e;-t Fi-ben metsz6 egyenes, GlT = T Ney és
GQT = PGlT Nes. Ekkor a P-n atmend GlTGQT egyenest, valasztva gT—nek, az F1Go N F>Gy pont éppen T lesz. Ez
az el6allitas nem miikodik, ha TF, és e; parhuzamosak, valamint akkor sem, ha T = f N s. Ezt a két pontot ugy
tudjuk elgallitani F; G N FoG1 alakban, ha megvéltoztatjuk az elsének felvett f7 egyenest. Ezzel elérhetjiik, hogy az
4j egyeneshez tartozo két ,rossz” pont kiilonbozzon az els6 egyeneshez tartozéd rossz pontoktol.



