Megoldas. Az allitast az n szerinti teljes indukcioval igazoljuk; n = O-ra az {ires szorzatot 1-nek tekintve a két
oldal kozott egyenl6ség all fenn.
Ezutan tegyiik fel, hogy az egyenlGtlenség teljesiil n = k-ra, vagyis

1 1 1
(1) 1+—(1+ )...(1—}— )S
ag ay; — ag ap — ao
1 1 1
< <1+—> <1+—>... <1+—).
ao a g
Az n =k + 1 esetben azt kellene belatnunk, hogy
1 1 1 1
(2) 1+—<1+ )...<1+ ><1+7>§
aq ap — ag ap — aop Ak+1 — G
1 1 1 1
< (1+—) (1+—>... (1+—) (1+ )
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Ehhez — az (1)-est is figyelembe véve — elegendd azt igazolni, hogy
1 1 1 1
(3) —(1+ )...(1+ ) <
ao a1 — ao ar —ap/ ag+1 — Qo

1 1 1 1
<14 — 14— ... 1+ — ,
ag ai ar ) Ak+1

hiszen az (1)-es és (3)-as feltételek megfelels oldalainak Gsszegzésével kaphatjuk meg a (2)-es sort.
A (3) bizonyitasahoz is teljes indukciot alkalmazunk. Ekkor k£ = 0 esetén azt kell igazolnunk, hogy

1 1 1 1
114y
ag a1 — ao ap /) ap

Az ag - a1(a1 — ap) > 0 mennyiséggel beszorozva az alabbi eklivalens egyenlGtlenséget kapjuk:

a1 < (ag + 1)(a1 — ap),
ap < ag - a1 — ag,

illetve az ag > 0-val osztva:
1 S a1 — ap.

Ez a kovetelmény pedig a feladat feltétele alapjan mar teljesiil. Ezutan tegyiik fel, hogy az allitas k = £ esetén teljesiil,
vagyis:

1 1 1 1
(4) —<1+ )...<1+ ) <
agp a1 — ap Gy —ap /) g1 — Ao
1 1 1
<(14+—)...(1+— .
Qg ap /) Gg41
Ebbé6l k£ = £ 4+ 1 esetén azt kellene belatnunk, hogy
1 1 1 1 1
(5) —<1+ )...(1+ ><1+ ) <
ag a1 — agp ag¢ — Qo ae+1 — Qg ) Qgy2 — Qo

1 1 1 1
<|1+—)...(1+— 1+ .
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Ehhez — a (4)-est is figyelembe véve — elegendd belatni, hogy

(6) <1+ 1 >ae+1 —ap < <1+ 1 >ae+1

)
Gg41 — Qo ) Ge42 — Ao Qp41 ) Qp42

hiszen a (4)-es és (6)-os egyenlGtlenségek megfelels oldalainak Gsszeszorzasaval adodik az (5)-6s.
Beszorozva a pozitiv (a;42 — ag) - a;+2 mennyiséggel, ekvivalens atalakitasok soran:
(ap41 — ap + L)apsz < (a1 + 1) (a2 — ao),
ag < ag - Qg2 — Qo o4,
végiil ag > O-val osztva: 1 < agqo — ap41-

Ez a kovetelmény a feladat feltétele alapjan teljesiil. Ezzel az allitast igazoltuk. Az egyenlGség feltétele a levezetés
alapjan apy1 — ag = 1 feltétel teljesiilése minden k£ = 0,1,...,n — 1 esetén.



