Megoldas. Jelolje a szerkesztendd haromszog cstcsait és szogeit a szokasos moédon A, B, C, illetve «, 3, ~, a koriilirt
kor legyen k, kozéppontja K, a beirt kor kozéppontja O, a hozzairt korok kozéppontjai pedig O4, Op és O¢. Elgszor
megmutatjuk, hogy O40pO¢ olyan hegyesszogl haromszog, amelynek talpponti haromszoge ABC, Feuerbach-kore
pedig k (1. dbra, ezeket az allitasokat a B. 4428. feladat megoldészﬂ soran is belattuk).

Tudjuk, hogy a beirt kér kdzéppontja a harom belss, a hozzairt kordk kozéppontjai pedig két kiilsé és egy belss
szogfelez6 metszéspontjai. A haromszog barmely cstcsahoz tartozo kiilss és belsd szogfelezSk merdlegesek egymasra,
ezért AO4 L OO¢, BOg 1L O40¢ és COc L OgOy4. Tehat az AO4, BOp és CO¢ szakaszok az O40OgO¢ hé-
romszog magassagszakaszai, azaz az A, B és C pontok e haromszog magassagvonalainak talppontjai, vagyis a rajtuk
atmend kor (ami egyuttal az ABC haromszog koriilirt kore) az O 4OpO¢ haromszog Feuerbach-kore. A hozzairt ko-
rok kozéppontjainak szimmetrikus szerepe miatt az O 4OpO¢ haromszog hegyesszogl voltanak belatasdhoz elegendd
megmutatnunk, hogy OgOcO <t < 90°. Mivel

ABO¢c< = OpBOc<t — OgBA< = 90° — OBA< = 90° — g,

és ugyanigy kapjuk, hogy BAOc<t = 90° — %, azért

OBOcO <t = AOcB< = 180° — (ABOc<I + BAOc<I) =
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Ezek utan felhasznalva, hogy barmely haromszog Feuerbach-korének sugara éppen fele a haromszog koré irhatod
kor sugardnak, a szerkesztés mar egyszerten elvégezhets. Feltehetjiik, hogy a hozzairt korok kdzéppontjai koziil Oy és
Op adott.

ElGszor megszerkesztjilk az O4O0p szakasz F' felezGpontjat, majd a K kozépponti KF = r sugari kort, ami
megegyezik k-val. Ezek utan megszerkesztjiik az O 4OpOc haromszog koré irhaté k' kort, tudvan hogy ez athalad az
O, és Op pontokon, sugara pedig kétszerese a k kor sugaranak (vagyis k' kdzéppontja az O 4, illetve Op kdzéppontt
2r sugart korok metszéspontja, sugara pedig 2r). A szerkesztendd haromszog C csucsa a k kor és az O4Op szakasz
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F-t6l kiilonb6z6 metszéspontjaként adodik (vagy egybeesik F-fel, ha k érinti a szakaszt). A C-ben az O 4Op egyenesre
allitott, a K-t tartalmazo félsikba mutaté meréleges félegyenes és k' metszéspontjaként megkapjuk az Oc pontot.
Végiil az O 4-bol OgOc-re, illetve Op-bsl O40c-re allitott merdlegesek talppontjai adjék az A, illetve B pontokat
(2. dbra).

Az igy szerkesztett ABC haromszog megfelel a feltételeknek, mert nyilvin az O4O0pO¢ haromszog talpponti
haromszoge, azaz hozzairt koreinek kozéppontjai rendre O 4, Op és O, koriilirt kore pedig a K kodzéppontu k kor.

A feladatnak legfeljebb egy megoldasa van. Akkor kapunk megoldast, ha a szerkesztés minden lépését el tudjuk
végezni, azaz ha a kovetkez§ feltételek teljesiilnek:

— A K pont nem esik az O40p egyenesre, mert az O 4OpO¢ haromszog belsd pontja kell, hogy legyen.

— A K pontnak az O0Op szakaszra es6 merGleges vetiilete kozelebb van az F' ponthoz, mint az O4 és Op pontok
barmelyikéhez, ez ugyanis annak sziikséges és elégséges feltétele, hogy a k kornek az O 4Op egyenessel alkotott masodik
metszéspontja (vagy érintési pontja) az O4Op szakasz belsejébe essen.

— A KF szakasz kétszerese hosszabb az O 4Op szakasz felénél. Ez a sziikséges és elégséges feltétele annak, hogy az
0 40pB0¢ héromszog hegyesszogl legyen.



