Ha az egymaéssal parhuzamos S; és Sy sikokat valamely T sik az e; és ez egyenesekben metszi, akkor e; és eq
parhuzamosak (1. dbra). Ugyanis egyrészt benne vannak a T sikban, masrészt nem lehet k6z6s pontjuk. Ha ugyanis
valamely P pont mindkét egyenesen rajta lenne, akkor P az S; és Sy sikok kozds pontja lenne, ami ellentmond a két
sik pArhuzamossaganak. Mivel egyméassal parhuzamos egyenesek barmely rogzitett egyenessel egyenls szogeket zarnak
be, elegends a tg? @1 + tg? o + tg? @3 kifejezés értékeit abban az esetben meghataroznunk, ha a lapra meréleges sik
dtmegy a tetraéder negyedik cstcsan.
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Feltehetjiik tehat, hogy az ABCD szabélyos tetraéder ABC' lapsikjara meréleges, azt az e egyenesben metsz6 T
sik atmegy a tetraéder D cstucsan. Ekkor T' atmegy az ABC lap S stulypontjan is, mert a DS egyenes merGleges az
ABC sikra. Jelolje M1, My és Ms az e egyenes és az ABC haromszog oldalegyeneseinek metszéspontjat (2. dbra).
Ekkor

DS? N DS? N DS?

sz sz T s

mert a DS M; haromszogek S-nél 1éve szoge derékszog. Az e egyenes az ABC haromszog egyik oldalaval parhuzamos is
lehet. Ebben az esetben valamelyik M; pont nem jon létre. Osszefiiggésiink azonban ekkor is érvényes, ha a parhuzamos

tg® o1 + tg® 2 + tg® 3 =

egyenesek szogét szokas szerint 0°-nak tekintjik, az értékét pedig 0-nak.

SM;
Mivel a keresett kifejezés értéke

nyilvan fiiggetlen a tetraéder élhosszatol, feltehetjiik, hogy az élek hossza 6. Ekkor AS = —— = 2/3, tehat

6v/3
3
Pitagorasz tétele szerint DS? = AD? — AS? = 24. Ha bevezetjiik az a; = SM; (i = 1,2,3) jellést, akkor tehat
1 1 1
tg” @1 +tg” oo + tg” o3 = 24 <—2+—2+—2> :
a? a3 a2

Vagyis elegend6 az a; szakaszok reciprokainak négyzetdsszegét meghataroznunk. Ezzel feladatunkat visszavezettiik egy
sikbeli probléméra.

3. dbra

Megmutatjuk, hogy a vizsgélt négyzetosszeg értéke allandd. Rajzoljuk meg az ABC haromszog oldalaival parhuzamos,
S-en atmens egyeneseket. Ezek ABC-t harom rombuszra és harom kis szabalyos haromszogre osztjak (3. dbra). Ha e

1
egybeesik a hdrom parhuzamos valamelyikével, akkor az — értékek koziil
a;

1
az egyik 0, a méasik ketts értéke pedig 3 Tehat ekkor

Ha e az ABC haromszog egyik oldalaval sem parhuzamos, akkor a harom kis szabalyos haromszog koziil pontosan
az egyiknek az S-sel szemkozti oldalat metszi annak belsé pontjaban. A 3. dbra jeloléseit hasznalva a szimmetria



miatt feltehetjiik, hogy ez a JES kis haromszog, tovabba M; a JE szakasz bels6 pontja és SMy < SMj. Ekkor
SE = SF = SH =2, MhiES< = SFM3< = 60° és SHMs< = 120°. Legyen SM3F< = £. Ekkor az egyallasu és
a valtoszogek egyenlSsége miatt M1 SE< = HSMo< = &, tovabba SM; E< = 120° — € és SMyH< = 60° — &, mert
barmely haromszogben a szogek Osszege 180°. A szinusztételt alkalmazva az E.SM; haromszogben, kapjuk, hogy

SE  sin(120° — €)

1 <sm(120° —£) )2 _ sin®(120° — ¢)

SM, sin60° 0 2 2 i1 60° 3
Ha pedig a HSM, és F'SMs haromszogekben irjuk fel a szinusztételt, akkor ugyanigy kapjuk, hogy
1 sin?(60° — ¢) . 1 sin%¢
- = és — =
a? 3 a? 3

Tehat felhasznélva a sin @ = sin (180° — «) azonossagot, majd az addicios képleteket alkalmazva

11 1
3 (F += ;) = sin? (€ + 60°) + sin?(60° — &) +sin? € =
1 2 3

2 2
=sin® €& + <%sin§+ ?cos{) + <§ cosé — %sin{) =

= gsin2§+gcos2§: g

1
Vagyis az a; szakaszok reciprokainak négyzetosszege ekkor is 3

1
Ezért a tg® o1 + tg? oo + tg? 3 kifejezés értéke, a metsz6 sik helyzetétdl fiiggetleniil, mindig 24 - 5= 12 lesz.



