Megoldas. Megmutatjuk, hogy a feltételbsl nem kovetkezik a tetraéder szabalyossaga. Egy konkrét ellenpélda he-
lyett azt latjuk be, hogy a feladatban szerepld egyenl6tlenség minden egyenld oldali tetraéderre tejesiil. Egy tetraédert
egyenld oldalunak neveziink, ha lapjai egybevagé haromszogek. Ilyen tetraédert alkot barmely téglatest két szemkdzti
lapjan 1évS két nem parhuzamos lapatlojanak négy végpontja (1. dbra). (Az egyenld oldalu tetraéderekrol részletes
leirds talalhato Reiman 1.: Fejezetek az elemi geometridbol cimii kozépiskolai tankonyvében. Ott megtalalhaté annak
bizonyitasa is, hogy minden egyenld oldala tetraéder valamely téglatestbol szarmazik az el6z6ekben leirt modon.)
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1. dbra

Ha a téglatest egy cstucsaban talalkoz6 éleinek hossza a, b és ¢, akkor a tetraéder minden lapja olyan haromszog,
melynek oldalai Pitagorasz tétele szerint /a2 + b2, /b2 + ¢ és Va2 + 2. Ebb6l azonnal adodik, hogy a tetraéder
pontosan akkor szabalyos, ha a téglatest kocka.

El6szor belatunk egy téglatestekre vonatkozo egyenlGtlenséget.

Segédtétel. Legyen KL és MN wvalamely T téglatest két szemkozti lapjin lévé két mnem pdrhuzamos lapdtidja.
Ekkor a KL szakasz tetszdleges R belsd pontja esetén fenndll az

RM + RN < KM + KN

egyenldtlenség.
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2. dbra

Bizonyitds. Tiikrozziik T-t a KL atlo F felez6pontjéra (2. dbra). Az M pont tiikorképét jelolje M’. Mivel K
tiikorképe L, azért KM és LM’ parhuzamosak és egyenlék. Tehat a KM LM’ négyszdg parallelogramma. Ezért
KM =ML =KN és LM' = KM = LN, vagyis a KLM' és KLN haromszogek egybevigéak. Ez azt jelenti, hogy
RM' = RN, ezért elegends belatnunk az

(1) RM + RM' < KM + KN = KM + KM’

egyenl6tlenséget.

A szimmetria miatt feltehetjiik, hogy a KM LM’ parallelogramméaban R a KM M' haromszég pontja. Ha az R
pont egybeesik F-fel, akkor (1) a haromszdg-egyenlStlenség miatt teljesiil. Ha pedig R a KM M’ haromszog belss
pontja (8. dbra), akkor a B. 4325. feladat a) részének eredmeényét alkalmazva erre a haromszogre kapjuk (1)-et.
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4. dbra



Térjlink vissza az eredeti feladatra. Legyen az A; A3 A3 A4 egyenls oldalu tetraéder éleinek hosszai A1 As = AsAy =
e, AjAs = AsAy = f és A1 Ay = As As = g. A tetraéder tetszGleges P bels6 pontjara az 1, 2, 3 szamok barmely i, j, k
sorrendje esetén legyen az A;A; P sik és az A4 Ay, él doféspontja Ry.

Mivel P az A; A Ry, haromszog belsd pontja (4. dbra), ismét a B. 4325. feladat a) részének értelmében PA,+PA; <
Ry A; + RiAj. Viszont segédtételiink szerint Ry A; + R A; < AsA; + A4A;, tehat

PA; + PAj < A A; + A4Aj.
Ezt az egyenl6tlenséget mindharom ¢, j par esetén felirva, majd Osszeadva az egyenl6tlenségeket, kapjuk, hogy
2(PA1 + PAs + PAg) < 2(A4A1 + Ag Ay + A4A3) = 2(6 + f+ g).

Vagyis
PA, + PAy+ PAs<e+ f+g,

amibdl szimmetria okokbol mar latszik, hogy a tetraéderre teljesiil a feladat szévegében megfogalmazott feltételrend-
szer.

Megjegyzés. A feladatban szereplé egyenl6tlenség mas tetraéderekben is fennall. A megoldok tobbsége egy-egy konkrét
tetraéderben mutatta meg, hosszadalmas szamolassal, hogy teljesiil az egyenlStlenség. Legtobben olyan szabalyos haromszog
alapu egyenes gilak esetét szamoltak ki, melyek oldalélének hossza nem sokkal tér el az alapélétdl.



