Az allitas igaz. Ennek bizonyitdsahoz el6szor két segédtételt latunk be.

1. Bdrmely ABC' hdromszdg tetszdleges P belsé pontja esetén fenndll az
AP < max {AB, AC}

egyenldtlenség. Azaz a hdromszdg belsd pontjat valamely csiccsal 0sszekidtd szakasz révidebb, mint a hdromszdg adott
cstcsbol indulé hosszabbik oldala.

Bizonyitds. Legyen az AP és BC' egyenesek metszéspontja T (1. dbra). Ekkor AP < AT, és mivel T' a BC' szakasz
bels6 pontja, azért az ATC és AT B szogek Osszege 180°, tehat a két szog koziil legalabb az egyik legalabb 90°. Ekkor
viszont az ATC vagy a BTC haromszogben ez a szog a legnagyobb. Mivel barmely haromszégben nagyobb szoggel
szemben nagyobb oldal van, ez azt jelenti, hogy AB és AC szakaszok koziil valamelyik biztosan nagyobb, mint AT.

2. Bdarmely ABCD tetraéder tetszéleges P belsd pontja esetén fenndll az
AP < max{AB,AC,AD}

egyenldtlenség. Azaz a tetraéder belsd pontjat valamely csticcsal 0sszekdtd szakasz rovidebb, mint a tetraéder adott
csucesbol indulo leghosszabb éle.

Bizonyitds. Legyen az AP egyenes és a BCD sik doféspontja T. Ekkor AP < AT és T a BCD héaromszog belsé
pontja. Ezért a BT egyenes is valamely R bels6 pontban metszi a tetraéder CD élét (2. dbra). Az 1. allitast elGszor
az ABR, majd pedig az ACD haromszogre alkalmazva kapjuk, hogy

AT < max{AB, AR} < max {AB,max {AC, AD}} = max{AB, AC, AD},

ami éppen a bizonyitandé allitas.

Eredeti feladatunk a 2. allitast felhasznalva mar kénnyen megoldhato. Jelolje a az ABCD szabalyos tetraéder
élhosszat. Ekkor tetszsleges P bels6 pont esetén AP < max {AB, AC, AD} = a, és ugyanigy kapjuk azt is, hogy
BP < aés CP < a. Vagyis

PA+ PB+ PC <3a=DA+ DB+ DC,

ami éppen a bizonyitand6 egyenl&tlenség.

Megjegyzés. A konvex halmazok tulajdonsagait felhasznalva a 2. allitast egyszertibben is bizonyithatjuk: Rajzoljuk meg az A
kozéppontt r = max {AB, AC, AD} sugarti G gdmbét. A tetraéder masik harom csticsa vagy G feliiletére illeszkedik, vagy pedig
a belsejében van. Tehat a gombtest, mely egy konvex alakzat, tartalmazza a csticsok konvex burkat is, ami a teljes tetraéder.
Ezért a tetraéder minden bels§ pontja egytuttal a gombnek is bels§ pontja. Vagyis AP < r.



