Megoldas. Indirekt bizonyitunk: tegyiik fel, hogy p, ¢, , s természetes szamok, q - s # 0, és

(5 + (2] o

Feltehetjiik, hogy a tortek nem egyszertsithetdk, azaz (p, q) = (r,s) = 1. Beszorzas utan
p?s? +1r2¢? =168 - ¢*s°.

Az egyenl8ség jobb oldala oszthato ¢*-tel, tehat a bal oldal is; viszont tudjuk, hogy p és g relativ primek, tehat ¢? | s°.

Hasonloan az egyenléség jobb oldala s*-tel is oszthato, tehat a bal oldal is. Itt viszont tudjuk, hogy s és 7 relativ
primek, emiatt s> | ¢?. Két pozitiv egész szam akkor és csak akkor lehet egymasnak kolcsonosen osztéja, ha egyenldek.
Ennek megfelelen az egyenléség mindkeét oldalat eloszthatjuk ¢ = s*-tel. Kapjuk, hogy

p?+1r? =168 ¢

Mivel 168 = 23 -3 -7, és a négyzetszamok lehetséges maradékai 7-tel osztva 0, 1, 2, 4, a két négyzetszam Osszege csak
gy lehet 7-tel oszthato, ha mindkettd 7-tel oszthaté. Ha viszont p és r oszthato 7-tel, akkor a négyzetiik 49-cel is. Igy
a jobb oldalon ¢ is oszthaté 7-tel. Ezzel viszont a p, g, illetve r, s szampéarok relativ prim tulajdonsaga nem teljesiilne.
A kapott ellentmondés szerint tehat a 168 nem irhato fel két racionélis szdm négyzetének Osszegeként.

Megjegyzés. Hasonlé megoldashoz juthatunk a harmas maradékok vizsgalataval, vagy éppen arra a tételre valé pontos
hivatkozassal, hogy egy pozitiv egész szam csak akkor irhaté fel két egész szam négyzetének Osszegeként, ha primtényezss
felbontasdban minden 4k — 1 alakd prim paros hatvanyon szerepel. Az ilyen megoldasokra azonban csak abban az esetben
lehetett teljes pontszamot kapni, amennyiben indokoltak a versenyzék az alkalmazhatosagat racionalis esetre is.



