
Vegyük fel az A súsból kiinduló szögharmadolókat, metszéspontjuk az a oldallal legyen H1 és H2. Vizsgáljuk

el®ször az ACH2 háromszöget. Szögei γ,
α

3
és 180◦ −

α

3
− γ. A szinusztétel alapján:

b

CH2

=
sin

(
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3
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)

sin α

3

=
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(

α

3
+ γ

)

sin α

3

, vagyis

b
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(

α

3
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) =
CH2
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3

.

Hasonlóan az ABH1 háromszögb®l kapjuk, hogy

c

BH1

=
sin

(

α

3
+ β

)

sin α

3

=⇒
c

sin
(

α

3
+ β

) =
BH1
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3

.

Ezeket a feladatban szerepl® egyenl®tlenségbe helyettesítve ezt kapjuk:

CH2

sin α

3

+
BH1

sin α

3

>
2a

3 sin α

3

,

illetve egyszer¶sítve:

(1) CH2 +BH1 >
2

3
a.

Ha ezt belátjuk, beláttuk az állítást.

Húzzunk párhuzamost a B ponton keresztül AH2-vel, ennek AB-vel való metszéspontja legyen D. Az ABD há-

romszög szögei ekkor

α

3
,

2α

3
, 180◦ − α. A szinusztétel alapján:

AD

c
=

sin 2α

3

sin α

3

=
2 sin α

3
cos α

3

sin α

3

= 2 cos
α

3
.

Tehát AD = c · 2 cos
α

3
. A párhuzamos szel®k tétele alapján:

CH2

a
=

b

b+AD
=

b

b+ c · 2 cos α

3

⇒ CH2 =
ab

b+ c · 2 cos α

3

.

Hasonló módon beláthatjuk, hogy

BH1 =
ac

c+ b · 2 cos α

3

.

Ezek alapján:

CH2 +BH1 =
ab

b+ c · 2 cos α

3

+
ac

c+ b · 2 cos α

3

.

Mivel cos
α

3
< 1, a nevez®ket növelve:

CH2 +BH1 >
ab

b+ c · 2
+

ac

c+ b · 2
= a ·

(

b

b+ 2c
+

c

c+ 2b

)

.

Tehát (1)-hez elegend® belátni, hogy

b

b+ 2c
+

c

c+ 2b
≥

2

3
. Közös nevez®re hozva:

bc+ 2b2 + bc+ 2c2

bc+ 2b2 + 2c2 + 4bc
=

2b2 + 2bc+ 2c2

2b2 + 5bc+ 2c2
≥

2

3
.
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Minden érték pozitív, így átszorozva

6b2 + 6bc+ 6c2 ≥ 4b2 + 10bc+ 4c2, azaz

2b2 − 4bc+ 2c2 ≥ 0,

2(b− c)
2
≥ 0.

Tehát az állítás igaz.
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