Kalina Kende megoldasa. Az f(z+y) <yf(z)+ f (f(x)) egyenlStlenségbdl y = 0 helyettesitéssel:

(1) fl@) < f(f(z)).

Ha van olyan a, amelyre f(a) = 0, akkor

fo+a) <bf(a)+ f(f(a)) = f(0).

Mivel a 4+ b minden valos értéket felvesz, minden c-re teljesiil:

(2) f(c) < £(0),
specialisan f (f(0)) < f(0). Innen (1) miatt f(0) = f (f(0)). Ezt felhasznélva:

F0) = £ (£(0) = £(0)) < —f(0)*+ f(£(0)).

Mivel igy 0 < —f(0)?, ebbsl £(0) = 0.
Legyen k < 0,
0=f(k—k)<—kf(k)+f(f(k), 1gy kf(k)<[f(f(k)).
(2) alapjan a jobb oldal kisebb vagy egyenld, mint 0, igy a bal oldal is. Mivel k£ < 0, és (2) alapjan f(k) <0, igy
f(k) = 0 lehet csak.

Tehat, ha talalunk egy gyokot, az allitas igaz. Igy a tovabbiakban indirekt felteszem, hogy f(z) # 0 minden z-re.
Alkalmazzuk a kovetkezs helyettesitést:

fl@) <(g=n)f(r)+F(f(r), fl@) <qf(r)—rf(r)+F(f(r).

(3) Ebbol latszik, hogy ha van olyan r, amelyre f(r) > 0, akkor f(¢) mindig negativ, amennyiben ¢ kisebb egy
adott @ értéknél. Ha nincs ilyen r, akkor ugyanez barmilyen Q-ra igaz.
Legyen y = f(x) — x; ekkor:
0< (f(2) —2) f(z), azaz xf(x) < f(2)".

(4) Innen a fiiggvény negativakon felveheti a kovetkezs értékeket: pozitiv valosak, abszolut értékben z-nél nagyobb
vagy egyenld (tehat z-nél kisebb vagy egyenld) negativ valosak.

Legyen h a (3) szerinti Q-nél kisebb negativ valos szam. Ekkor f(h) < h; és f(f(h)) < f(h). Viszont (1) miatt
f(h) < f(f(h)), igy f(h) fixpont. Illetve egy masik, j < f(h)-ra f(j) =j < f(h) is fixpont.

Az eredeti egyenlGtlenséget a negativ a < b fixpontokbol képzett a és b-a szdmokra felirva:

fla+t®—a)<O—-a)f(a)+ f(f(a), b<(b—a)at+a, b—a<(b—a)a.

Mivel a < b, azaz b —a > 0, ebb6l 1 < a, ami ellentmondés. Tehat a megoldas els6 fele szerint kdvetkezik a feladat
allitasa.



