
I. megoldás. El®ször megmutatjuk, hogy egy szabályos ötszög síkjának minden pontjára az ötszög oldalegyene-

seit®l való távolságok el®jeles összege állandó. (A távolságot egy oldaltól pozitívnak tekintjük, amennyiben a pont az

oldalegyenesnek az ötszöggel megegyez® oldalára esik, és negatívnak ellenkez® esetben.) Jelölje egy tetsz®leges pont

oldalegyenesekt®l mért távolságát d1, d2, d3, d4, d5, az ötszög oldalhosszát pedig a. Ha a pontot összekötjük az ötszög

súsaival, akkor öt olyan (esetleg elfajuló) háromszöget kapunk, amelyek el®jeles területének összege megegyezik az

ötszög területével. Az utóbbi állandó, ezért az el®bbi:
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is az, ami igazolja állításunkat.

Legyen a feladatban vizsgált ötszög ABCDE. Tekintsük azt a K szabályos ötszöget, amelynek oldalfelez®pontjai

éppen A, B, C, D, E, valamint legyen P egy tetsz®leges pont. Jelölje a P pont távolságát K oldalegyeneseit®l dA, dB,

dC , dD, dE . Az A, B, C, D, E pontok ezeken az oldalegyeneseken helyezkednek el, ezért

dA + dB + dC + dD + dE ≤ PA+ PB + PC + PD + PE.

Az egyenl®tlenség bal oldalán szerepl® összeg a fentiek értelmében állandó. Egyenl®ség pontosan akkor áll fenn, ha

a P pontból K oldalegyeneseire állított mer®legesek talppontjai éppen az A, B, C, D, E pontok, ez pedig sak az

ABCDE ötszög középpontjára teljesül. Ezzel megmutattuk, hogy a távolságok összege az ötszög középpontjára lesz

minimális.
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II. megoldás. Az ötszög középpontját jelölje O, súsait pozitív körüljárás szerint A, B, C, D, E, továbbá legyen

r az ötszög köre írható kör sugara. Legyen P egy tetsz®leges pont. A P = P0 pontot O körül rendre k · 72◦ nagyságú

szöggel elforgatva képezzük a Pk pontokat (1 ≤ k ≤ 4); ezek P0-lal együtt egy szabályos ötszög súsait alkotják.

A forgatások miatt BP0 = AP4, CP0 = AP3, DP0 = AP2, EP0 = AP1, így

AP +BP + CP +DP + EP = AP0 +AP1 +AP2 +AP3 +AP4.

Az A pontból a P0P1P2P3P4 szabályos ötszög súsaiba mutató vektorok összege
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egyenl®tlenség alapján
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azaz a P pontnak az ötszög súsaitól való távolságainak összege legalább 5r, egyenl®ség pedig pontosan akkor teljesül,

ha P = O. Tehát a keresett pont az ötszög középpontja.
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