Megoldas. Vegyiink fel egy harnégyszoget a, b, ¢, d oldalakkal. Legyen a BD atlo hossza e. Ekkor a szemkozti
szogek Osszege 180°, vagyis amennyiben az A csticsnal 16v6 szog «, akkor a C' csicsnal 1évE szog 180° — a. Irjuk fel a
koszinusz-tételt az ABD és BC'D haromszogekben:

e? =a®+d? — 2ad - cosa,
e? =b? + c® — 2bc- cos(180° — o) =
=b%+ ¢ + 2bc- cosa.

A jobb oldalakat egyenlévé téve és cos a-t kifejezve:
a4+ d? — 2ad - cosa = b? + ¢® + 2bc - cos a,
a’ 4+ d? —bv* — ¢ = cosa - (2ad + 2bc),

a2 + d2 _ b2 _ 02
2ad + 2bc

Ao

a2+ d%—b2 -2
2ad + 2bc

szakaszokbol, hiszen akkor van olyan a sz6g, amelynek koszinusza

érték —1 és +1 kozé esik, akkor szerkeszthetd hurnégyszog az a, b, ¢, d
a?+d* —b?—c?
2ad + 2bc

Megforditva: ha az

, és olyan

e = \/a2+d2 —2adcosa = \/b2+02 + 2bc cos o

szakasz, amelyre [a—d| < e < a+d és |[b—c| < e < b+c. Ekkor a megszerkeszhets a, d, e és b, ¢, e oldala haromszogeket
k6z0s e oldaluknal Osszeragasztva olyan négyszoget kapunk, amelynek az e atloval szemkozti szogei o és 180° — a,
vagyis a négyszog hurnégyszog.
Vizsgaljuk meg, hogy teljesiilnek-e a —1-re és +1-re vonatkoz6 egyenlGtlenségek:
a?+d? -2 -2
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—2ad — 2bc < a® +d* —b* — 2,

0<(a+d>—=(c—b’=(a+d—c+b)(a+d+c—b).

Mivel az a, b, ¢, d szakaszokbol négyszog szerkeszthetd, azért a+d+b > c és a+d—+c > b, tehat mindkét szorzotényezs
pozitiv, igy az egyenlGtlenség fennall. Hasonléan, az

a?+d> - -2
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egyenl6tlenség ekvivalens atalakitasaval:

2ad + 2bc > a® + d* — b* — ¢,

0>(@—d?—(c+b)>=(a—d—c—b)(a—d+c+b).

Mivel d4+c+b > a és a+ c+ b > d, az els6 szorzdtényezs negativ, a masodik pozitiv, igy az egyenl6tlenség fennall.
Tehéat az a, b, ¢, d oldalakbdl hirnégyszog is szerkeszthet6.



