3. feladat. Csillagkezdemény kialakulasa

i. A kezdeti szakaszban a hémérséklet nem valtozik. Igy a Boyle-Mariotte-torveny alapjan:
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22. A folyamat kezdetén a gaz nyomésabol szarmazo erk elhanyagolhatok a gravitacios er6hoz képest. Tekintsiink
egy kicsiny gaztérfogatot a gazfelh szélén. Ismert, hogy egy gdmbszimmetrikus tomegeloszlas gravitacios tere a gdbmbon
kiviil (és annak feliiletén) megegyezik a gdmb kozéppontjaba helyezet (azonos tomegid) tomegpont gravitacios terével.
gy a gaztérfogatunk kezdeti gyorsuldsa g ~ Gm/r3. Mivel a gravitaciés eré nem valtozik lényegesen, a gyorsulast

kozelithetjiik ezzel az allando értékkel. Ebben a kozelitésben egyenletesen gyorsuld mozgasrol beszélhetiink. A négyzetes
uttorvénybdl az id6 konnyen kifejezhets:
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Megjegyzés. Erdemes észrevenni, hogy ez az id6 csak a gazfelhd siriségétdl fiigg. Ez azt jelenti, hogy a gazfelhé belsejében
kiszemelt kicsiny gaztérfogatra is igaz, hogy to id6 alatt csokken a kozépponttol mért tavolsaga 5%-kal. Hasonloé okoskodas-
sal belathato, hogy ez a kés6bbi (nem nulla kezdésebességll) mozgasszakaszokra is érvényes, és emiatt a kezdetben homogén
anyageloszlasi gazfelh mindaddig homogén marad, amig a gaz nyomasa elhanyagolhaté.

122. Tovabbra is feltételezziik, hogy a kicsiny géztérfogatunk mozgasaban a gravitacion kiviili hatasokat elhanya-
golhatjuk. A feladat szdvege azt sugallja, hogy az esési palyat egy elfajult ellipszispalyanak tekintsiik, melynek fél
nagytengelye r9/2 (lasd a 4. dbrdt).
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Kepler III. torvényébdl kovetkezik, hogy a palya periodusideje megegyezik egy ro/2 sugart korpalya T periodus-
idejével, amit az egyenletes kormozgas mozgasegyenletébdl konnyen ki lehet szamitani:
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A feladat sz6vegébdl kitlinik, hogy a végss sugar sokkal kisebb, mint a kezdeti, ezért az dsszeomlés idejét kozelithetjiik
a kiszamolt periédusidé felével:
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Megjegyzés. A gaztelh§ gravitacios Osszeroskadasanak idejét ugy is megkaphatjuk, hogy az energiamegmaradas torvényét
hasznalva kiszamitjuk a sebesség helyfiiggését:
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majd a sebesség reciprokat integraljuk a teljes palyara:
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Az integral (melynek kiszamitésa a verseny korlatozott ideje alatt nyilvan nem véarhato6 el) ugyanazt az eredményt adja, mint
a Kepler-torvényekre hivatkozé megoldas.

tv. Mivel a gaz hémérséklete nem valtozik, azért a gaz altal kisugarzott hé a gazon végzett munkaval egyenls.
A gaz izoterm allapotvaltozésa sordn a végzett munka:
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Megjegyzések. 1. A felhasznalt munkaképlet arra az esetre vonatkozik, amikor a gaz egyensilyi allapotokon keresztiil jut el
egyik allapotboél a masikba. Ez a jelen esetben nem teljesil, de ennél jobb becslést nem lehet adni.

2. Sokan ott hibaztak, hogy a gravitacios energia teljes valtozasaval tették egyenl6vé a kisugarzott hét. Ez csak akkor
lenne igaz, ha a nyoméas a gravitacioval azonos nagysagu lenne, itt viszont elhanyagolhaté. A feladat szovegében megadott
Gmu/ro > RT) egyenlGtlenséggel konnyi belatni, hogy a kisugarzott hé elhanyagolhat6 a gravitacios energiavaltozashoz képest.

v. Az Osszeroskadés ebben a szakaszban adiabatikus. Az adiabatikus allapotvaltozasra igaz, hogy pV7 = allando.
Ebbél és a gaztorvenybol kovetkezik, hogy TV ™! = alland6. Ezt felhasznalva:
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vi. Az Osszeroskadés rs — 14 szakaszaban a gravitacios energia és a meglévé mozgasi energia alakul at a gaz bels6

energidjavi. A mozgasi energia megegyezik az ro — 73 szakaszon torténd gravitaciés energiavaltozds nagysagaval.
A gravitaciés energiavaltozast a kovetkezs formulaval becsiilhetjiik:
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(A pontosabb, integralassal meghatérozhaté energiavaltozas ettdl a becsléstol egy g—és szorzotényezGben kiilonbo-

zik.) A belss energia megvaltozésa:

AEb = gnRT4 — gTLRTO ~ gnRT4 ~ nRT4

A fenti kozelitéseknél kihasznaltuk, hogy r4 < ro és Ty > Ty; az f/2 tényez6 helyébe pedig azért irtunk 1l-et, mert

csupan nagysagrendi becslésre toreksziink; az egységnyi nagysagu szorzotényezéket nem vessziik szamitasba.)
A két energiavaltozas nagysagat egyenlévé téve — és a hdmérsékletet a felh$ sugaraval kifejezve — kapjuk:

Innen a keresett méret és h6mérséklet kifejezhets:
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Megjegyzések. 1. Az egyensilyba keriilt gazfelh6 kozepén kialakuld nyomast (kozelitGen, de nagysagrendileg helyesen) kétfé-
leképpen is kiszamithatjuk: egyrészt a (o sirtségi) gaz hidrosztatikai nyoméasaként:
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méasrészt a gaztorvény felhasznalasaval:
pR gRT4.
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A ket kifejezés jobb oldalat egyenlévé téve (valamint Ty és r4 kordbban kiszamitott kapcsolatat is felhasznéalva) megkapjuk T4
és r4 fentebb levezetett kifejezéseit.

2. Sok versenyz6 (a magyar didkok koziil is tobben) a virtudlis munka elvét hasznaltak. Eszerint egy test akkor van egyensulyi
helyzetben, ha egy kicsiny elképzelt (virtualis) kitérités esetén a testen végzett munkak Gsszege nulla. A jelen esetre alkalmazva
ez azt jelenti, hogy kicsi sugarvaltozas esetén a felszabaduld gravitacios energia éppen fedezi a gaz bels energia novekedését.
Az igy szamolt képletek egy konstans szorzozényezGben térnek el a fenti eredményektdl.

Az eltérés okat egy egyszert mechanikai példaval szemléltethetjiik. Ha egy nytdjtatlan rugora egy testet akasztunk, és felirjuk
az energia-megmaradas torvényét, akkor a rezgémozgas als6 és fels6 maximalis kitérési helyét kapjuk meg, a virtualis munka
elvével pedig az egyensilyi helyzetet taldljuk meg.



