
1. feladat. Ragadd meg a lényeget!

A rész. Hajítás. i. Ha a golyót függ®legesen felfelé dobjuk, akkor � a mehanikai energia megmaradása alapján �

eléri az x = 0, z =
v20
2g

pontot. Ezt összehasonlítva a z ≤ z0 − kx2
egyenl®tlenséggel

z0 =
v2
0

2g

adódik. A k állandó meghatározásához vizsgáljuk a z → −∞ határesetet! Ebben a határesetben a golyó akkor jut (adott

z érték esetén) vízszintes irányban a legmesszebbre, ha a parabolapálya a leglaposabb, azaz ha a golyót vízszintesen

hajítjuk el. Ekkor

z = −
g

2v2
0

x2.

Ezt beírva a megadott, most x → ∞ határesetben vizsgált egyenl®tlenségbe

−
g

2v2
0

x2 ≤ z0 − kx2, azaz k −
g

2v2
0

≤
z0

x2
→ 0.

Innen k ≤
g

2v2
0

. Ha k <
g

2v2
0

teljesülne, akkor (nagy x-re) a golyó által elérhet® tartomány és a megadott egyenl®t-

lenség által meghatározott tartomány között egy �rés� lenne, ezt a lehet®séget tehát kizárhatjuk. Eszerint a kérdezett

paraméter:

k =
g

2v2
0

.

ii. A golyó pályája megfordítható, így az eredeti kérdés helyett vizsgálhatjuk ezt is: legalább mekkora sebességgel

kell az épület tetejér®l eldobni a golyót, hogy valahol földet érjen (anélkül, hogy az épületnek ütközne). Könnyen

belátható, hogy a golyó pályája vagy az 1. ábrán látható, az épületet érint® parabola, vagy pedig egy olyan vízszintes

hajítás, ahol a parabola görbülete a súspontjában megegyezik a gömb sugarával. (Ha a golyó sehol nem érinti

a parabolát, akkor sökkenthet® a sebessége, egész addig, amíg valahol érinteni fogja.)

1. ábra

Vizsgáljuk meg a vízszintes hajítást! Ha változatlan sebességgel, de a vízszinteshez képest kis szöggel felfelé dobnánk

a golyót, akkor sehol sem érintené az épületet � így viszont kezdeti sebessége sökkenthet® lenne! Ebb®l következik,

hogy a vízszintes hajítás nem lehet ideális, így a helyes megoldás az 1. ábrán látható pálya.

iii. Vegyük észre, hogy az egész épületnek benne kell lenni abban a tartományban, amit az épület tetejér®l in-

duló, minimális sebesség¶ hajításokkal el tudnánk találni. (Hiszen ha az optimálishoz képest sökkentjük az eldobás

vízszintessel bezárt szögét, akkor a golyó nem érinti, hanem eltalálja az épületet.) Ugyanakkor a dobással elérhet®

tartomány határának érinteni kell az épületet. (Ellenkez® esetben az optimális sebességgel lehetne úgy hajítani, hogy

az nem érinti az épületet.)

Tehát a minimális sebességgel eldobott golyóval elérhet® tartomány határa és az épület felszíne érinti egymást

(a szimmetria miatt két pontban). Ha a minimális indítási sebesség a gömb tetejér®l v0, akkor a következ® egyenlet-

rendszert kapjuk:

x2 + z2 + 2zR = 0, z =
v20
2g

−
gx2

2v2
0

.

z kiküszöbölésével x2
-re a következ® másodfokú egyenlet adódik:

(

g

2v2
0

)2

x4 +

(

1

2
−

gR

v2
0

)

x2 +

(

v2
0

4g
+R

)

v2
0

g
= 0.
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A két görbe akkor érinti egymást, amikor az egyenlet diszkriminánsa éppen 0. Ebb®l

(

1

2
−

gR

v2
0

)2

=
1

4
+

gR

v2
0

, azaz v2
0
=

gR

2
.

A mehanikai energia megmaradása alapján a keresett minimális indítási sebesség

vmin =
√

v2
0
+ 4gR = 3

√

gR

2
.

B rész. Légáramlás a szárny körül. i. A szárnyhoz rögzített vonatkoztatási rendszerben a kontinuitási törvény

miatt két áramvonal között (egy áramlási vonal mentén) állandó a leveg® térfogatárama (az id®egységenként átáramló

leveg® mennyisége). A térfogatáram a sebesség és a keresztmetszet szorzata. A keresztmetszet viszont esetünkben

� a kétdimenziós geometria miatt � arányos az áramvonalak távolságával, ami a 2. ábráról leolvasható. Mivel ninsen

szél, a nyugalomban lév® leveg® sebessége a szárnyhoz viszonyítva éppen v0. Az ábrán megmérve a = 10 egység

és b = 13 egység. Ez alapján a leveg® sebessége a P pontban a szárnyhoz képest u = v0
a

b
, a földhöz képest pedig

vP = v0 − u = v0

(

1−
a

b

)

= 23
m

s
.

2. ábra

ii. Bár az

1

2
ρv2 dinamikus nyomás aránylag kisi, változása bizonyos mérték¶ adiabatikus összenyomódást vagy

kitágulást eredményez. Ott, ahol a leveg® kitágul, a h®mérséklete lesökken, és ha a h®mérséklet eléri a harmatpontot,

akkor a vízg®z kisapódik, apró vízseppek jelennek meg. A kisapódás ott kezd®dik meg, ahol a kitágulás maximális,

azaz ahol a leveg® (statikus) nyomása minimális. A Bernoulli-törvény szerint p +
1

2
̺v2 = állandó, így p ott lesz

a legkisebb, ahol v (a leveg® szárnyhoz viszonyított sebessége) a legnagyobb, azaz ahol az áramvonalak a legközelebb

vannak egymáshoz. Ez a 2. ábrán Q-val jelölt pont.

iii. El®ször meg kell határoznunk a harmatpontot. A vízg®z nyomása pw = psar = 2, 08 kPa. A kis változások miatt

a g®znyomás h®mérséklet-függését tekinthetjük közelít®leg lineárisnak:

psa − pw

Ta − T
=

psa − psb

Ta − Tb

,

amib®l T ≈ 291,5 K adódik.

Ezután meg kell határozni a leveg® sebessége és h®mérséklete közti kapsolatot. A Bernoulli-törvényhez hasonlóan

egy energiamérleget írhatunk fel, de �gyelembe kell vennünk a leveg® összenyomásával/kitágulásával kapsolatos mun-

kát is. Mivel a leveg® rossz h®vezet®, és az áramlás során gyorsak a változások, a folyamat adiabatikus. Egy áramlási

s® (például két közeli áramvonal közötti térrész) két pontjára (1 és 2) felírva a munkatételt egy mol leveg®re az

1

2
Mv2

1
+ cV MT1 + p1V1 =

1

2
Mv2

2
+ cV MT2 + p2V2

összefüggést kapjuk, ahol M a leveg® moláris tömege, cV pedig az állandó térfogaton mért fajh®. (Az els® tag a gáz

mozgási energiája, a második a bels® energiája, a harmadik pedig a gáz benyomásakor végzett munka.) Felhasználva,

hogy egy mol gázra pV = RT , és cV M +R = cpM , azt kapjuk, hogy

1

2
v2 + cpT = állandó. Ebb®l

cp∆T = −∆
v2

2
=

1

2
v2
krit.

(

1−
a2

c2

)

,

ahol c az áramvonalak távolsága a Q pontban. Felhasználva, hogy c ≈ 4,5 egység és ∆T = −1,5 K,

vkrit. = c

√

2cp∆T

c2 − a2
≈ 23

m

s
.
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Megjegyzés: A valóságban ennél valamivel nagyobb sebesség szükséges, mert a leveg® hirtelen kisapódása sak jelent®s

túltelítés hatására indul meg.

C rész. Mágneses sövek. i. A s® szupravezet® falán nem mehetnek át indukióvonalak, így a s®ben állan-

dó a �uxus. A s® belsejében örvénymentes a tér, a két feltételb®l együtt pedig adódik, hogy homogén is, azaz az

indukióvonalak párhuzamosak, és egyenl® távolságra vannak egymástól.

Megjegyzés: A sövön kívül a tér hasonlít a vékony, hosszú tekers (szolenoid) mágneses teréhez, azzal a fontos különbséggel,

hogy a szolinoid végeinek közelében a tekers oldalán is lépnek ki indukióvonalak, a szupravezet® s®nél ez nem lehetséges.

A másik különbség: a szolenoid árama (egyenletes tekerselés esetén) hosszegységenként mindenhol ugyanakkora, a szupravezet®

s® falában folyó áram pedig a végek közelében nem egyenletes.

A szupravezet® s® indukióvonalait vázlatosan a 3. ábra mutatja.

3. ábra

ii. Nyújtsuk meg gondolatban egy kisiny ∆ℓ értékkel a sövet, és vizsgáljuk meg, hogy ehhez mennyi munkára van

szükség! A s® �uxusa nem változhat (mert a �uxusváltozás a szupravezet®ben végtelen nagy áramokat indukálna),

így a mágneses indukió is állandó: B =
Φ

πr2
. A mágneses tér energias¶r¶sége

1

2µ0

B2
, amib®l a s® megnyújtásához

szükséges munka

∆W =
1

2µ0

B2∆V =
1

2µ0

Φ2

π2r4
πr2∆ℓ =

Φ2

2µ0πr2
∆ℓ.

Ezt a munkát a húzóer® végzi: ∆W = T∆ℓ, amib®l a keresett er®

T =
Φ2

2µ0πr2
.

iii. A sövek között fellép® er® iránya � az elrendezés szimmetriája miatt � nyilván mer®leges a sövek tenge-

lyére. Az er® nagyságát egy elektrosztatikus analógia alapján fogjuk meghatározni. Vizsgáljuk meg, hogyan változik

a rendszer mágneses energiája, ha az egyik sövet egy kisit elmozdítjuk, eltávolítjuk a másiktól! A sövek belsejében

semmi se változik, mert a sövek �uxusa állandó, sak a küls® tér változik. A söveken kívül a mágneses indukió

örvénymentes (mert ninsenek áramok), a sövek végpontjai ±Φ er®sség¶ források, ezeken kívül viszont mindenhol

forrásmentes a tér. Ezek a söveken kívül pontosan olyan feltételek, mint amilyenek négy ±Q nagyságú elektromos

töltés elektromos terét jellemzik. (A söveken belül természetesen különböz® a két tér, és a sövek falai is az elektromos

esett®l különböz® határfelületet jelentenek, de három dimenzióban a vékony sövek elhanyagolható módon torzítják

a söveken kívüli teret.) Ezek szerint a sövek végpontjait úgy tekinthetjük, mintha mágneses ponttöltések lennének.

Keressükmeg az elektromos és a mágneses jelenségek közötti megfeleltetést! KétQ nagyságú, egymástól a távolságra

elhelyezett elektromos töltés között F =
1

4πε0

Q2

a2
er® hat. Az egyik töltés terének energias¶r¶sége a másik töltés helyén

w =
ε0

2
E2 =

1

32π2ε0

Q2

a4
.

Ezek szerint az er®t írhatjuk F = 8πwa2 alakban is. Ez a kifejezés bármely esetben használható két ellentétes el®jel¶,

azonos nagyságú ponttöltés között fellép® er® meghatározására, így használhatjuk a mágneses ponttöltésekre is.

A Gauss-törvény alapján egy Φ �uxusú mágneses ponttöltés által a távolságra létrehozott indukió B =
Φ

4πa2
. Az

energias¶r¶ség a ponttöltést®l a távolságra

w =
1

2µ0

B2 =
1

32π2µ0

Φ2

a4
,
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amib®l az a távolságra lév® Φ �uxusú mágneses ponttöltések között fellép® er®

F = 8πwa2 =
1

4πµ0

Φ2

a2
.

A négy ponttöltés közül az ellentétesek vonzzák egymást, a köztük fellép® er® F1 =
1

4πµ0

Φ2

ℓ2
. Az átlósan elhelyez-

ked® azonos el®jel¶ töltések közti taszítóer® normális komponense

F2 =

√
2

2

1

4πµ0

Φ2

2ℓ2
.

Az ered® vonzó er® ezek alapján

F = 2 (F1 − F2) =
4−

√
2

8πµ0

Φ2

ℓ2
.
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