I. megoldas. Két kiilonboz6 optikai stirtségi kozeg hatarfeliiletén a fénysugarak megtornek, a beesési merdélegestsl
valo eltérésiikre a Snellius—Descartes-torvény (torési torvény) érvényes:
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Ez az Osszefliggés altalanosithaté olyan esetekre is, amikor a térésmutaté nem ugrasszertien, hanem — mint a jelen
esetben is — folytonosan valtozik.
Osszuk fel a valtozo torésmutatoju folyadékot gondolatban olyan vékony (vizszintes) rétegekre, hogy egy-egy rétegen
beliil az n(h) fiiggvény valtozasatol eltekinthessiink, vagyis egy-egy rétegen beliil a torésmutatot (igen jo kozelitéssel)
allandonak tekinthessiik.

Ekkor (az erGsen eltorzitott) 1. dbra jeloléseit kovetve felirhatjuk:
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vagyis
n1sinoy = nosinas = n3ysinaz = ngsinay = ... = allando.

Ezek szerint a folytonosan valtozo torésmutatoja folyadékban a fénysugar palydjat olyan gorbe irja le, melynek tet-
sz6leges pontjaban a gorbe meredekségét jellemzs ¢ = 90° — «r sz6g és a kérdéses pontbeli torésmutatéd kozott fennall:

(1) n - cos ¢ = allando.

A feladatban szerepls, kocka alaku akvarium szélessége a = VV =0,2 m, és az edényben a magassag feléig, tehat
0,1 m-ig van viz. A torésmutatéd az akvarium aljan ng = 1,35, az ,jigyesen rétegzett” sos viz legfelsG rétegében pedig

N(hmax) = no — kh?

max

=1,35-2-0,1> = 1,33.

Lathato, hogy a torésmutaté még az akvarium teljes vizmagassaga mentén is csak nagyon kicsit valtozik, emiatt
feltételezhetjiik, hogy a vizszintesen érkezd fénynyalab minden fénysugara csak kicsit fog eltérni a vizszintestdl. Ilyen
esetekben alkalmazhatok az alabbi kozelitések:
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(2) sinp ~tgp ~ ¢, illetve 1—cosg0:2sin2§m2(§> :%.

Tekintsiik azt a fénysugarat, amelyik ho magassidgban éri el (vizszintesen) az akvarium falat, majd fokozatosan
elgorbiilve valamekkora h; magassigban, ¢ma.x szogben haladva éri el az edény tulso falat, és a vizszintest6l mérve

~ szdgben hagyja el az akvariumot (2. dbra).
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A fénysugar menetét a meredekségére vonatkozo (1) Osszefiiggeés hatarozza meg. Ezt a gorbe tetszéleges (x, h) ko-
ordinataju pontjara felirva (és a torésmutatdé megadott magassagfiiggesét kihasznalva) kapjuk: n(hg) = n(h) - cos g,
vagyis

(3) no — khg = (no — kh®) cos .

Megjegyzés. Ez az osszefiiggés kapcsolatot teremt a h(x) egyenlettel megadott fiiggvény és annak ¢ meredeksége kozott. Ma-
tematikai szempontbol tehat egy differencialegyenlettel van dolgunk, hiszen h'(x) = —tg ¢(z) az ismeretlen fiiggvény derivaltja.
Ez a nehéz feladat azonban — bizonyos kozelitésekkel — fels6bb matematikai ismeretek nélkiil is megoldhato.

Tételezziik fel, hogy a fénysugar menete paraboldval kozelithets. (Ez nem teljesen megalapozatlan feltevés, hiszen
minden ,sima” gorbe elegendGen kis kornyezetben egyenessel (az érint§jével), pontosabb (a hatvanysoraban mésod-
rendd tagokig elmend) szamolasban pedig parabolaval, vagy akar korrel (a simulokorrel) kozelithetd.

Egy vizszintes érint6vel, hg magassagbol indul6 parabola a 2. abran lathat6 koordinata-rendszerben a

(4) h(z) = hg — Kx?

egyenlettel irhato le, ahol K egy kés6bb meghatarozando allandé. Ismert tovabba, hogy a parabola barmely pontjahoz
tartozé érinté meredeksége éppen kétszerese a kérdéses pontot és a parabola cstcspontjat 0sszekotsd szeld meredeksé-
gének.

Megjegyzés. Ez a geometriai tulajdonsag jol latszik az ugyancsak parabolaval szemléltethets s(t) = at/2 egyenlettel leirhato
egyenletesen gyorsuld mozgas példajan. A megfogalmazott allitas itt annak felel meg, hogy a test pillanatnyi sebessége éppen
kétszerese az inditastol szamitott atlagsebességének.)

Esetilinkben ez annyit jelent, hogy

ho—h Ka?

(Ugyanezt az eredményt a h(z) fiiggvény derivalasaval is megkaphatjuk, hiszen —tgp = h'(x) = —2K=z. ) Helyet-
tesitsiik be (4)-et (3)-ba, és hasznaljuk fel a (2) kozelitést is:
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(6) no — khf = no — khj + 2khoKa® + [kK?2'] —no - + [k(ho - Ka?)*- %} .

Vegyiik még figyelembe, hogy a fénysugar csak nagyon kicsit tér el a vizszintestdl, igy ¢ < 1 és Ka® < hg, tovabba
a torésmutatod valtozdsa is nagyon kicsi, tehat kh3 < no. Emiatt a (6)-ban szerepl szogletes zarojeles kifejezések
a tobbi tag mellett elhanyagolhatoak, s igy az egyenlet lényegesen leegyszertisodik:
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vagyis (ha (5) alapjan ¢-t kifejezziik z-szel)
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Ez minden z-re (tehat a fénysugar mentén mindenhol) teljesiil, ha K = —. Innen kovetkezik, hogy a fénysugar
no
k 2
hy = ho — Ka® = hg (1—i> ~ ho
no
magassagban éri el az akvarium talsé falat, beesési szoge pedig
kah
Omax = @(x =a) =2 9.

no

Az akvariumbol kiléps fénysugar megtorik, a torési szog a Snellius—Descartes-torvény szerint
v R siny = ng - Sin Pmax ~ N * Pmax = 2kahg.

(A torésmutatoé lasstu valtozasa és a fénysugér kicsiny eltériilése miatt a kilépés helyén a torésmutatot no-nak vettiik.)



A hg magassagban kilépd, a vizszinteshez képest v szogben halado fénysugar
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tavolsdgban éri el az akvarium fenéklapjanak sikjat. Ez a d tavolsag nem fiigg ho-tol, tehat valamennyi fénysugar-
ra ugyanakkora. Ezek szerint az akvarium ugy viselkedik, mint egy d fokusztavolsaga (0,8 dioptrias) hengerlencse,
a fokusztavolsagnak megfelels helyen levd erny6n a fénynyaldbot vékony, éles, vizszintes csikka képezi le.
Ugyanerre az eredményre jutunk, ha a fénysugir menetét alkalmas sugara korrel kozelitjiik, vagy ha a torési
torvénybol adodo (3) egyenletet numerikusan oldjuk meg, a folyadék vékony csikokra bontasaval (lasd az 1. abrat).

II. megoldas. Vegyiik észre, hogy a feladat megfogalmazasa azt jelenti, hogy az akvariumban 1év6 sos viz fokusz-
dlja az akvarium falara érkez6é parhuzamos fénynyaldbot. A megoldas a Fermat-elv felhasznaladsan alapul, bizonyos
kozelitések felhasznalasaval. Azt hasznaljuk ki, hogy fokuszalas esetében a megvilagitoé nyalab fénysugarai ugyanakko-
ra id6 alatt érik el az erny6t. (Ha ez nem igy lenne, akkor a kiilonb6z8 id6k alatt beérkezs fényhullamok kiilénbozé
fazisuk miatt kioltandk egymast.)
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A 3. dbra két kiillonb6z6 fénysugar atjat mutatja, vazlatosan. A szaggatottan jelolt fénysugar a vizben (az akvarium
aljan) lassabban halad, azonban az akvariumot elhagyva, a levegSben révidebb az utja. A fels6 fénysugar a vizben a
kisebb torésmutato miatt gyorsabban halad, viszont a levegében hosszabb utat kell megtennie. Az abra azt is mutatja,
hogy az erny6n a fényes csik az akvarium aljaval egy vonalban keletkezik. A kocka alaka akvarium térfogatabol (8 liter)
kiszamithatjuk a kocka oldalélét: @ = 2 dm = 0,2 m.

Meggondolasunkban az a kozelités, hogy bar a fénysugarak mar az akvariumban elhajlanak, az akvariumon térténé
athaladas idejét ugy szamitjuk ki, mintha a vizben mindvégig vizszintesen haladnénak. A torésmutaté valtozasa miatt
az akvarium ugy viselkedik, mint egy gyenge, félbevagott, félhenger alaki gytjtélencse.

Irjuk fel a két fénysugarra a megegyez6 athaladasi id6t az akvariumba torténd belépéstsl az ernyd eléréséig:
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ahol ¢ a fénysebesség a levegbben, d pedig az akvarium és az ernyd tavolsdga. Az egyenlet atrendezése utan ezt az

alakot kapjuk:
d + akh® = /d2 + h2.

Mindkét oldal négyzetre emelésével tiintessiik el a gyokot:
d? 4 2adkh® + a®k*h* = d* + b2,

ami igy is irhato:
2adk = 1 — (akh)’.

Vegyiik észre, hogy a jobb oldal mésodik tagja sokkal kisebb 1-nél, tehat elhagyhato, és emiatt 2adk = 1, vagyis jo

kozelitéssel .
d= Sk =1,25m = 125 cm.

Ezek szerint az akvarium ugy viselkedik, mint egy 0,8 dioptrias hengeres gytjtélencse.

Megjegyzés. Sajnalatos moédon egy olyan — nem til régi — versenyfeladat keriilt kitdzésre, melynek megoldasa az interneten
kozvetleniil elérhets volt. A KoMaL pontversenyének kiirasa szerint ha valaki konyvekben vagy az interneten talalt iradsokat
hasznal fel, és ezekbdl idéz, fel kell tiintetnie a forrdsokat. Ennek elmulasztasa (sokan kovették el ezt a hibat) a modern tudo-
manyos, miszaki vagy irodalmi életben plagiumnak mindsiil! Célunk tovabbra is versenyzgink problémamegold6 képességének
fejlesztése, nem pedig a keresGprogramok tesztelése.



