
I. megoldás. Jelöljük a lejt®, illetve a sz®nyeg hosszát L-lel, a lejt® hajlásszögét α-val, a sz®nyeg tömegét M -mel,

a tömör henger tömegét pedig m-mel!

Mivel a sz®nyeg is és a tömör henger is tisztán, súszásmentesen gördül, rájuk a nehézségi er®, valamint a lejt® által

kifejtett nyomóer® és a tapadási súrlódási er® hat. A nyomóer® és a súrlódási er® munkája zérus, így alkalmazhatjuk a

mehanikai energia megmaradásának tételét mind a sz®nyeg, mind pedig a tömör henger esetére. Eszerint a gravitáiós

helyzeti energia és a teljes mozgási energia összege tetsz®leges két állapotban, például a kezd®helyzetben és x út

megtétele utáni állapotban ugyanakkora kell legyen.

Foglalkozzunk el®ször a futósz®nyeg esetével! Feltételezve, hogy kezdetben sak kis darabon hajtottuk be a sz®nye-

get, induláskor a helyzeti energiája a lejt® aljához viszonyítva Mg
L

2
sinα, mozgási energiája pedig nulla. Az energia-

megmaradást kifejez® egyenlet:
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ahol M(x) a hengernek tekinthet® guruló sz®nyegdarab pillanatnyi tömege, Θ(x) a pillanatnyi tehetetlenségi nyoma-

téka, v és ω pedig a guriga tömegközépponti sebessége és szögsebessége. (Megjegyezzük, hogy a sz®nyeg vékonysága

miatt a guriga sugarát elhanyagoltuk a sz®nyeg hossza mellett, és a helyzeti energia számításánál a tömegközéppontot

a lejt® síkjában lev®nek tekintettük.)

További egyenleteket nyerhetünk, ha felírjuk a guriga tömegét és tehetetlenségi nyomatékát az x elmozdulás függ-

vényében, és kihasználjuk a súszásmentes gördülés kényszerfeltételét:
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ahol r a guriga pillanatnyi sugarát jelöli. Ezekb®l (3) és (4) felhasználásával a sz®nyegguriga teljes mozgási energiája

(a transzláiós és a rotáiós mozgásokhoz tartozó energiák összege) így írható:
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Ezt (1)-be írva és (2)-t is kihasználva a sz®nyegguriga pillanatnyi sebességére
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adódik.

Tekintsük most egy R sugarú tömör henger tiszta gördülését a lejt®n! A sz®nyegnél leírtakhoz hasonlóan, energe-

tikai megfontolásokkal meghatározhatjuk a henger sebességét is a tömegközéppont x elmozdulásának függvényében.

Az energiatétel szerint
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és fennáll a tiszta gördülés

v = Rω

feltétele is. Ezekb®l kapjuk, hogy a tömör henger sebessége x út megtétele után
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a) A (∗) és (∗∗) összefüggésekb®l jól látszik, hogy bármely x elmozdulásnál a tömör henger sebessége nagyobb,

mint a sz®nyeg sebessége ugyanezen a helyen, tehát a tömör henger ér le hamarabb a lejt® aljára; a sz®nyeg mozgása

hosszabb ideig tart, mint a hengeré.

b) Osszuk fel gondolatban a lejt® esésvonalát olyan kisiny szakaszokra, hogy egy-egy útszakaszon a guriga, illetve a

henger sebességét jó közelítéssel állandónak tekinthessük. Mivel a henger sebessége � minden x-nél �
√
2-ször nagyobb,

mint a sz®nyeg sebessége ugyanezen a helyen, a henger minden egyes kisiny útszakaszon

√
2-ször rövidebb id® alatt ha-

lad végig, mint a sz®nyegguriga. Az egyes útszakaszok befutásához szükséges id®ket összegezve azt is megállapíthatjuk,

hogy a sz®nyeg a teljes utat

√
2-ször hosszabb id® alatt teszi meg, mint a tömör henger, vagyis
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√
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II. megoldás. Az energiamegmaradás tételét alkalmazva megkaphatjuk, hogy s hosszúságú elmozdulás után a

sz®nyeg sebessége
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a tömör henger sebessége pedig
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lesz. Mindkét esetben a sebesség a megtett út négyzetgyökével arányos, éppen úgy, mint az egyenletesen gyorsuló

mozgásnál, ahol v =
√
2as. A képletek összevetéséb®l leolvasható, hogy a megfelel® gyorsulások:
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Az egyenletesen gyorsuló mozgás út-id® képlete szerint
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ugyanakkora utak megtételéhez szükséges id®k aránya tehát:
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