
I. megoldás.Osszuk az (an) sorozatot blokkokra: a nulladik blokk álljon a1-b®l, az els® legyen a2, a3, a másodikhoz

tartozzon a4, . . . , a7. Általában az i-dik blokk az a2i elemt®l tartalmazza a sorozat elemeit az a2i+1−1 elemmel bezárólag.

(Ha 2i+1
− 1 > N , akkor a blokk értelemszer¶en sak aN -ig tartalmazza a sorozat elemeit.) Tegyük fel, hogy k + 1

blokkból áll az (an) sorozat, vagyis az utolsó blokk a k-adik. Legyen i < k-ra ani
az i-edik blokk legkisebb eleme, és

legyen nk = N . A blokkok és az ni-k megválasztása miatt ni < 2i+1
, ezért

niani−1
≤ 2i+1

· ani−1
= 4 · 2i−1ani−1

≤ 4 · (a2i−1 + . . .+ a2i−1),

ahol az utolsó egyenl®tlenség ani−1
de�níiójából és abból következik, hogy az (i − 1)-edik blokk éppen 2i−1

db

elemet tartalmaz. Azt kaptuk tehát, hogy az niani−1
szorzat legfeljebb 4-szerese az (i − 1)-edik blokkban álló elemek

összegének, tehát e szorzatok összege is legfeljebb 4-szerese az els® k blokk összegének:

k
∑

i=1

niani−1
< 4 ·

2
k−1
∑

i=1

ai ≤ 4 ·

N
∑

i=1

ai ≤ 4 · 500 < 2005. �

Több versenyz® is próbálkozott a feladatban szerepl® összeg lehetséges értékeinek átlagolásával. Ha ugyanis ez az

átlag kisebb lenne 2005-nél, az garantálná, hogy létezik a feltételt teljesít® sorozat. Másképpen fogalmazva: állítsuk

el® az n0, . . . , nk sorozatot véletlenszer¶en úgy, hogy az 2, 3, . . . , N − 1 indexek mindegyikét (egymástól függetlenül)
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2
valószín¶séggel választjuk ki (a 0-t és az N -et mindenképpen ki kell választanunk), és vizsgáljuk meg az így el®állított

∑

niani−1
véletlen összeg várható értékét. Ha a várható érték 2005-nél kisebb, akkor ez biztosítja, hogy az állítás igaz.

Ez az ötlet � ebben a formában � nem vezethet eredményre, mert

∑

niani−1
várható értéke tetsz®legesen nagy

lehet. Az egyes indexek kiválasztási valószín¶ségének szerensésebb megválasztásával azonban a feladat megoldható.

II. megoldás. Készítsük el az n0, . . . , nk sorozatot véletlenszer¶en úgy, hogy az n indexet tetsz®leges 1 ≤ n ≤ N

esetén pn valószín¶séggel választjuk ki, és legyen az egyes indexek kiválasztása egymástól független.

A valószín¶ségeket a következ®képpen válasszuk meg:

pn =







2

n+ 1
, ha 1 ≤ n < N ;

1, ha n = N.

Megjegyezzük, hogy az 1 és az N indexeket biztosan ki kell választanunk, ennek megfelel®en p1 = pN = 1.
Vizsgáljuk meg, hogy valamely 1 ≤ n < m ≤ N esetén az man kifejezés milyen valószín¶séggel szerepel az (1)

bal oldalán álló összeg tagjai között. Ennek szükséges és elégséges feltétele, hogy az n és m indexeket kiválasszuk, a

közbüls® indexek közül viszont egyet sem. Az man tag el®fordulásának valószín¶sége tehát

pn(1− pn+1) · . . . · (1− pm−1)pm,

a teljes összeg várható értéke pedig

E
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=
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pn(1− pn+1) · . . . · (1− pm−1)pm ·man =(2)

=
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an.

Ha m < N , akkor

pn(1− pn+1) · . . . · (1− pm−1)pm ·m =

=
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=
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Ha pedig m = N , akkor

pn(1− pn+1) · . . . · (1− pm−1)pm ·m =

=
2

n+ 1
·

n

n+ 2
·
n+ 1

n+ 3
· . . . ·
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N
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.

Ezeket a besléseket beírva (2)-be,
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és
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Mivel a várható érték a lehetséges összegeknek a � valószín¶ségük szerint � súlyozott átlaga, a lehetséges összegek

között biztosan létezik 2000-nél kisebb. �
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