Megoldas. Tekintsiik az {1,2, ..., n} halmaz azon a-t tartalmazo részhalmazait, melyekben barmely két kiillonbozo
elem kiilonbsége legalabb t. Legyen H ezen részhalmazok halmaza. Alljon a K halmaz az {1,2,...,n} halmaz mindazon
részhalmazaibol, amelyek a-t nem tartalmazzak, és amelyekben barmely két elem kiilonbsége legalabb t. Azt kell
megmutatnunk, hogy |K| < t* - |H| teljesiil.

Ezt ugy bizonyitjuk be, hogy K minden eleméhez hozzarendeljiik H egy-egy elemét ugy, hogy H minden egyes
elemét K-nak legfeljebb t? eleméhez rendeljitk hozza. Mas szoval, mutatunk egy f: K — H leképezést, amire az
teljesiil, hogy H minden egyes eleme legfeljebb ? elem képeként all els. Tetszéleges X € K részhalmazhoz tekintsiik
az

f(X):=(X\{a—t+1l,a—t+2,...,a+t—2,a+t—1}) U{a}

halmazt, azaz hagyjuk el X-b6l azokat az elemeket, amik a-hoz t-nél kozelebb vannak, és vegyiik be a-t f(X)-be
Vilagos, hogy f(X) € H, hisz a € f(X) teljesiil, f(X)\ {a} barmely eleme legalabb t-vel kiilonbozik a-t6l, tovabba
f(X) barmely két a-t6l kiilonbozs eleme egyuttal X -nek is eleme, ezért kiilonbségiik legalabb ¢.

Megmutatjuk, hogy H barmely Y eleméhez legfeljebb t?-féleképpen valaszthatunk olyan X € K-t, amelyre f(X) =
Y. Hogyan képezhetjiik egy adott Y-hoz ezeket az X halmazokat? Vildgos, hogy minden ilyen X-et megkaphatunk
ugy, hogy Y-bol elhagyjuk az a elemet, majd tovabbi elemeket vesziink be az [a —t+1,a— 1], illetve az [a+1,a+1t —1]
intervallumbol ugy, hogy az igy kapott halmazban is teljesiiljon, hogy barmely két elem kiilonbsége legalabb t. Ez azt
jelenti, hogy mind az [a—t+1,a—1], mind az [a+1, a+¢ — 1] intervallumokbol legfeljebb egy-egy elemet valaszthatunk
ki. Mivel mindkét intervallum ¢ — 1 elemet tartalmaz, azért mindkét intervallum esetén t-féle valasztasi lehetGségiink
van: (¢t — 1)-féleképp valaszthatunk ki egy elemet, illetve egyféleképp tehetjiik meg, hogy nem valasztunk egyetlen
elemet sem. Osszességében tehat legfeljebb t -t = t2 a lehetGségeink szama. Ezért H tetszoleges eleme legfeljebb t2
K-beli elem képe, igy csakugyan igaz, hogy

|K|<t*|H|. O

Megjegyzés. A fenti becslés ¢ > 2 esetén javithato, ugyanis amikor Y € H-hoz konstrualunk olyan X € K-t, amire
f(X) =Y teljesiil, akkor altalaban nem tehetjiik meg, hogy tetszblegesen valasztjuk az [a —t + 1,a — 1]-beli és az
[a+1,a+t— 1]-beli elemeket. Ugyelniink kell ugyanis arra is, hogy e két kivalasztott elem kiilonbsége se legyen ¢-nél
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kisebb. Ezt figyelembe véve a becslésbeli t? tényezd 3 (t? + 3t — 2)-re javithato.



