Megoldas. Vegyiik észre, hogy n > 5 esetén egy szabélyos n oldalt sokszdg csticsainak H' halmaza teljesiti a
feladatban elsirt (c) feltételt.

Legyenek ugyanis P,Q € H' tetszSleges csticsok. Ekkor a PQ egyenesnek valamelyik partjan legalabb két H'-beli
pont van. Tekintsiik ebben a félsikban a szabélyos sokszognek a P-vel szomszédos P, illetve a Q-val szomszédos Q’
csticsat. Mivel a szabalyos n-szog koriilirt kdrén PP’ és QQ’ azonos nagysagi ivet hataroznak meg, azért a hozzajuk
tartozo6 PQP’ és QP'Q’ keriileti szdgek egyenlSek, tehat e szdgek a parhuzamos PQ és P'Q’ egyenesekhez tartozo
valtoszogek.

P

Vélasszunk egy 1002 oldalu szabélyos sokszoget, és egy ettdl kiilonbozs sikba esé, 1004 oldalu szabalyos sokszdget
ugy, hogy O kozéppontjuk kozos legyen, és a két sokszog sikjanak metszésvonalan egyik sokszognek se legyen cstcsa.
Allitjuk, hogy e két sokszog csticsainak H halmaza megfelels, ezért a feladat kérdésére igen a valasz.

Vilagos, hogy H-nak éppen 2006 pontja van. A konstrukcié miatt H pontjai nem esnek egy sikba: (a) teljesiil.
A szabalyos sokszogek konvex tulajdonsiga miatt egy egyenes a két sokszog barmelyikének legfeljebb két csucsét
tartalmazhatja. Marpedig ha egy egyenes valamelyik sokszogbdl két csticsot tartalmaz, akkor annak a sikjaban fut,
tehat a masik sokszognek nem tartalmazza egyetlen tovabbi cstucsat sem. A (b) tulajdonsag is teljesiil tehat.

A (c) tulajdonsag igazolasahoz tegyiik fel elGszor, hogy P és () ugyanannak a sokszognek csucsai. Ekkor legels
megfigyelésiink szerint talalunk megfelels P'-t és Q'-t mar ugyanebben a sokszdgben is. Ha azonban P és @ nem
ugyanabba a sokszogbe esnek, akkor az O-ra vonatkozé P’ és @’ tiikorképeik szintén H-beliek, kiilosnboznek P-t6l és
Q-tol, és PQ || P'Q’. O

Megjegyzés. A fenti megoldasban vézolt konstrukcié szépséghibaja, hogy tul sok (szam szerint 1004) pont esik egy
sikba. Természetes kérdés, hogy a feladat feltételeit teljesité H halmazban legfeljebb hiany pontnak engedhetjiik meg,
hogy egy sikba essen. Egyrészt vilagos, hogy egy ilyen H halmaznak mindig van 4 egysika pontja, hisz ha PQ || P'Q’,
akkor a P, Q, P', Q' pontok kozds sikban fekszenek. Masfelsl, a megoldas konstrukciéjanak moédositasaval tudunk
olyan H-t mutatni, ahol ez a szam 6. Ha ugyanis 501 kiilonb6z6 sikban fekvd, szabélyos hatszoget valasztunk dgy,
hogy az egyik atmérgjiik kozos, akkor e hatszogek csiicsainak H halmaza is megfelel a feladatbeli feltételeknek. Sajnos
azonban a hatszogek kdzos atmérgjére merdleges sikok koziil kettd is tartalmaz 1002 pontot. Ezen tgy tudunk segiteni,
hogy nem szabalyos hatszogekbdl, hanem azok vetiileteib6l épitkeziink. Koénnyen lathato, hogy az ezen hatszogek
csucsai alkotta halmaz is megfelels, és alkalmas vetitések valasztasaval elérhets, hogy a legtobb egysiki pontot akkor
kapjuk, ha egy konstrukciobeli hatszog sikjat tekintjiik.

A feladat megoldasaban leirt konstrukcié egy masik sajatossaga, hogy a kapott H halmaz centralszimmetrikus
lesz. Ennek egy kovetkezménye, hogy H paros szamu pontot tartalmaz. Létezik azonban paratlan sok (mondjuk 2007)
pontbol all6 H halmaz is, azonban a kézéppontos szimmetria abban is 1ényeges szerepet kap. Belathato, hogy ha két
nem egysika, kdzos atmérsjd szabalyos 1004 oldala szabélyos sokszog csicsai koziil elhagyjuk az egyik kozos csicsot,
akkor az (a), (b) és (c) feltételt kielégitd, 2007 pontu H halmazt kapunk. Nem vilagos, hogy paratlan méretd, kivant
tulajdonsaga halmazbdl 1étezik-e olyan, ami nem ,ennyire” centralszimmetrikus. Mint lattuk, a sikban van ilyen, pl.
egy paratlan oldala szabalyos sokszog (vagy annak vetiilete).



