I. megoldas. Tudjuk, hogy barmely haromszdghen nagyobb oldallal szemben nagyobb szog van, ezért a szogek
kiilénbségei ugyanolyan el6jeldek, mint a velitk szemkdzti oldalak négyzeteinek kiilsnbségei. Tehét (o— ) (a®—b*) > 0,
B—"7) (b2 — 02) >0¢és (y—a) (02 — a2) > 0. Ezt a harom egyenl6tlenséget dsszeadva, majd rendezve kapjuk, hogy

0< (o= B)(a® =) + (B=7)(0* = ) + (v = a)(¢* = a?),
(a4 B)® + (7 + a)b? + (B +7)a? < 2aa® + 28b* + 27yc>.
Mindkét oldalhoz (aa2 + Bb? + 702)—6‘5 adva, és felhasznélva, hogy a + 8 + v = m, kapjuk, hogy
71'(a2 + b+ 02) < 3(cm2 + % + 702).

Ebbél adodik a bizonyitandd
aa? + Bb? + yc?
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also becslés.

A fels6 becslés bizonyitasahoz azt hasznéljuk fel, hogy hegyesszogi haromszog barmely két oldalanak négyzetosszege
nagyobb, mint a harmadik oldal négyzete. Ezért a(b2 +c2 - a2) > 0, B(az +c2 - bz) >0 és 7((12 + 02— 02) > 0. Ezt
a harom egyenlGtlenséget Osszeadva, majd rendezve kapjuk, hogy

aa® + Bb% + v < (a+ B) + (v + a)b® + (B +7)d>.
Adjunk mindkeét oldalhoz (aa® + Bb® + vc*)-et és hasznaljuk, hogy o + 3+ v = 7
2(aa2 + B + 702) < 7r(a2 + 0%+ 02).
Ismét keresztbeosztassal adodik a bizonyitando

aa? + b2 + ~yc? 7
2+ 2

fels6 becslés.
Az is kovetkezik a bizonyitasbol, hogy az alsé becslésnél pontosan akkor van egyenléség, ha a haromszog szabalyos,
a fels becslésnél pedig semmilyen haromszog esetén nincs egyenlgség.

II. megoldas. Mivel a haromszog hegyesszogi, ezért o < g, B < g és v < g Tehat
aa® + B +yc? < g(a2 +b% + c?),

amibdl osztéassal azonnal adédik a fels6 becslés.

Mivel a vizsgalt kifejezésben szimmetrikus a szogek szerepe, ezért feltehetjiik, hogy o > 8 > ~. Ekkor a > b > ¢
is fennall, mert nagyobb szdggel szemben nagyobb oldal van. A rendezett sorozatokbol készitett szorzatok Osszegére
vonatkozo tétel szerint ekkor

Ba? + % + ac® < aa® + B + vc?,
va? + ab® + Bc® < aa® + Bb% + vt
E két egyenl6tlenséget Osszeadva és a kapott egyenl6tlenség mindkét oldaldhoz (aa2 + Bb? +702)—et adva kapjuk, hogy
(a4 B+7)(a® +b*+ %) < 3(aa® + Bb® +7c?).
Ebbdl felhasznélva, hogy a + 5 + v = m, adodik a bizonyitando

aa? + b2 + yc?
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also becslés. Az is latszik, hogy egyenlGség csak szabalyos haromszog esetén &ll fenn.



