I. megoldas. A feldarabolasban nevezziik csomdpontnak minden olyan pontot, amely haromszogek kozos csucsa,
és éleknek azokat a szakaszokat, amelyek csomoékat kotnek Gssze, de a belsejiikben nincs csomépont.

Sziikséges, hogy a négyzet belsejében legyen csomoépont. A négyzet cstcsaibol befelé élnek kell indulnia, és ha nincs
belsé csomoépont, akkor egy nem szomszédos oldal egyik pontjaban végzédik, igy ,elvagja egy masik él atjat”; igy
mindenképpen bels§ csomoépontban kell végz&dniiik a négyzetcsucsokbol indulé éleknek.

Tehat legalabb egy bels6 csomopont van, legyen ez A. Az A-bol legalabb 5 él indul ki, mert az (A cstcsi) teljes
szoget hegyesszogekre kell bontani. Ezek mindegyike nem futhat négyzetcstucsba: legalabb egynek egy masik belsé
csomépontban vagy belsé oldalpontban kell végzsdnie.

Ha A-n kiviil nem lenne mas belss csomd, akkor az egyik négyzetoldal belsejében van csomépont: ebbdl még egy él
kiindul a korabbiakon kiviil, hogy az egyenesszoget hegyesszdgekre vagja szét. Ez viszont csak egy ijabb csomépontban
végzbdhet, kiilonben élt keresztezne.

Két belsé csomoépont mindenképpen keletkezik, melyek mindegyikébdl legalabb 5-5 haromszog csticsaba fut él, és
ezek koziil legfeljebb ketts eshet egybe (a csomokat Osszekots élre illeszkedd két haromszog). Ezért a felbontasban
legalabb 2 + 3 + 3 = 8 haromszognek kell lennie.

Meg kell még mutatnunk, hogy valoban létezik egy négyzet feldaraboldsa 8 hegyesszogi haromszogre.

A két, berajzolt latokoriven (Thalesz-koron) kiviil esd satirozott rész barmely belsd pontjat kivalaszthatjuk A-nak.
Tengelyes titkrozéssel és a belss él megrajzolasaval megkapjuk a 8 megfelels hegyesszogi haromszoget.

Megjegyzés. A feladat megtalalhato Roka Sdndor: 1000 (2000) feladat az elemi matematika korébél c. kényvében. Az onnan
idézett bizonyitas a leirtak hidnyossaga miatt csak 3 pontot ért.

II. megoldas. Megmutatjuk, hogy legalabb 8 haromszog keletkezik. Ennyi haromszogre fel is lehet bontani, példaul
az 1. megoldas abrajan lathaté modon.

Tegyiik fel, hogy a felbontéast ugy végeztiik el, hogy Gsszesen a darab csomépont van a négyzet oldalain, b darab
csomépont pedig a négyzet belsejében. Ekkor a felbontés egy olyan grafot ad, amelynek ¢ = 4+ a+ b darab csdcsa van
(a négyzet 4 cstcsa is csucsa a grafnak). Ha ¢ haromszog keletkezik, akkor a graf élei szdmanak a kétszerese pedig:

2¢e=3(+4+a.

A 3/l-lel a négyzet belsejében levé haromszogek oldalait szamoltuk meg kétszer, de a négyzet oldalaira eséket csak
egyszer, melyek szdma pontosan 4 + a. Eulernek a sikba rajzolhato grafokra vonatkozo tétele szerint (ahol a grafnak
¢ cstcsa, ¢ tartomanya és e éle van) ¢+ ¢ = e + 1, amibsl £ = e + 1 — ¢. Ezt beirva (1)-be azt kapjuk, hogy
2¢=3(e+1—c)+a+4=3e—2a—3b—5, ebbdl

(2) e=2a+3b+5.

Mivel a felbontasban hegyesszogi haromszogek szerepelnek, a négyzet cstucsaibol legalabb 3, az oldalan levé pontokbol
legalabb 4, a belsé pontokbdl pedig legalabb 5 élnek kell kiindulnia. Ezért 2¢e > 4-3+a-4+b-5, azaz e > 6+ 2a+ 2,5b.
Ezt osszehasonlitva (2)-vel kapjuk, hogy b > 2.

Mivel minden belsé pontnal legalabb 5 haromszognek kell taldlkoznia, a két belsé pontndl legfeljebb 2 olyan
haromszog lehet, ami mindkét belsé pont csticsa. Vagyis legalabb 2 -5 — 2 = 8 haromszdg van a felbontasban.

Megjegyzések. 1. A II. megoldasban leirt Euler-tételt felhasznalva:
(=8 22=3-8+a+4, c=44+2+a

Osszefiiggésekbdl kapjuk, hogy 16 +a = 14+ a/2 + 1, amib6l a = 2, azaz a négyzet élein 2 csomoédpont van.

2. Az Euler-tétel és a csomokbol kiindulé élek szaméan kiviil egy harmadik 6sszefiiggést a haromszogek szogeinek Gsszeszam-
lalaséval is nyerhetiink. A II. megoldésbeli jeldléseket hasznélva az £ haromszog szogeinek Gsszege £ - 180°, ami megegyezik az
egyes csticsok koriil szamolt szogek Osszegével: 4 - 90° + a - 180° + b - 360°. Egyszertsités utan kapjuk, hogy £ = a + 2b + 2.
(Ko6vetkezmény: az oldalakon levs csomok szama mindig paros.)

3. Az { = a+ 2b+ n — 2 Osszefiiggés tetszbleges n-szog haromszogfelbontasara érvényes.



