Megoldas. El6szor belatunk egy segédallitast. Az ABC haromszégben a B-bdl induld silyvonal az AC oldalt
P-ben metszi, a hdromszog koré irt kort pedig D-ben (1. dbra). Azt allitjuk, hogy ha az

ABP< = = DCP<«, és BAP< =¢ = CDP<«, tehat az ABP és CDP haromszogek hasonldak, akkor az ABCD
konvex négyszog hirnégyszog.

1. dbra

Az ABD haromszog koré irt korben az ABD koriv pontjaibdl az AD szakasz § szog alatt latszik. Mivel az ABD< =
0 = AC'D<, emiatt a C pont is rajta van ezen a koriven. Tehdt az ABC D négyszog hurnégyszog, és ekkor az is igaz
lesz, hogy BAP< = ¢ = CDP<, mert ezek a BC hurhoz tartozé keriileti szogek.

Ezutan térjiink at a feladat allitasara. Rajzoljuk meg az ABC haromszoégben az A-bol és B-bdl induldé magassagvo-
nalakat, talppontjuk Ay, illetve By (2. dbra). A B-b6l indul6 stulyvonal AC-t F-ben metszi, az AB felez6pontja legyen
Fy, valamint az AA; és BF metszéspontja legyen (). Ha B1C' = 3AB;, akkor — mivel a haromszog hegyesszogti — By
rajta van az AC szakaszon, ezért ABy; = By F. Legyen

B1BF< = 5, és AiBP<1 =¢.

2. abra

Most azt latjuk be, hogy ha B1C = 3ABj, tehat AB; = B1F, akkor BPM< = 90°. Megmutatjuk, hogy ekkor
ABB1<t = §. Mivel a QA1 B szog 90°, az A1QB szog 90° — ¢, tehat az MQB< = PQA1<< == 90° + ¢, emiatt a
QMB< = 90° — 0 — e. Mivel az AA; B< = AB1B< = 90°, a Thalész-tétel miatt A; és Bj rajta van azon a koron,

AB
melynek kézéppontja Fy, és a sugara - Emiatt az ABA; By négyszog hiurnégyszog, tehit AA; B1<< = ABBj<( = 4.

Ezért a QPA;<< = 90° — § — e. Ekkor az A1 PB< = A1 MB<, és PA1M< = PBM<, tehat a PA1Q és MQB
haromszogek hasonlok. Igy alkalmazhatjuk a segedallitast, vagyis az M BA; P négyszog hurnégyszog. Emiatt az
MA;B< = MPB< =90° tehat igaz, hogy ha B1C = 3AB;, akkor BPM < = 90°.

Végiil pedig azt bizonyitjuk be, hogy ha BPM< = 90°, akkor AB; = B1F, és mivel a haromszog hegyesszog,
B1C = 3AB;. Az el6z6 esethez hasonléan szamolva A1 QB<t = 90° —¢, az MQB< = 90°+¢, és a PMB< = 90°—§ —¢.
Mivel az MPB< = M A1 B< = 90°, ezért az M PA; P négyszog hurnégyszog. Ekkor az M BP<t= MA;P<< =0, és az

AiMB<x = A1PB<x<=90°—-§ —e.
Tudjuk, hogy az ABA; By négyszog hirnégyszog. Tehat az
AA1B1<<« = ABB1< =4,
vagyis az ABB1<( = B1BF<. Ekkor az ABB; és By BF héaromszogekben a megfelel§ szogek megegyeznek, a B B
oldal pedig k6zos, tehat ez a két haromszog egybevagd, emiatt AB; = B F, ezért

B1C = 3AB;.
Tehat valoban a BPM pontosan akkor derékszog, ha BiC = 3AB;.



