I. megoldas. Legyen a vizsgélt polinom P(x) # 0, ezt szeretnénk olyan Q(z) # 0 polinommal szorozni, amire a
P(z)Q(z) polinomban minden tag kitevéje oszthatd 3-mal.

Legyen S, (z) (n = 1,2,3) olyan polinom, amely P(z)-nek az 6sszes olyan tagjat tartalmazza (elGjelével, egyiitt-
hatojaval egyiitt), amelynek kitevGje 3-mal osztva n-et ad maradékul. Tehat S1(z) 4+ Sa2(x) + Ss(z) = P(x).

Ha Si(z) = S3(x) = 0, akkor kész vagyunk; ha nem, szorozzuk meg P(z)-et (Si(z) — S2(x))-szel (ami nyilvén
nem 0):

P(:E) (Sl (I) — Sy (I)) e 512(13) — 822({E) + 53(113)81 (ZZ?) — Sg(ZE)SQ (ZZ?)

Ekkor S;%(x)-ben és S3(2)S2(z)-ben minden tag kitevje 2-t ad maradékul 3-mal osztva. (Ha elvegezziik a négy-
zetreemelést 5’12(:10)—ben, akkor minden kitevs két olyan szdmnak az Osszege lesz, amelyek 3-mal osztva l-et adnak
maradékul; mig S3(x)S2(z)-ben a szorzés elvégzésekor minden tag kitevSje egy 3-mal oszthato és egy 3-mal osztva
2 maradékot ado szam Osszege.) So?(z)-ben és S3(x)S;(x)-ben minden tag kitevGje 1-et ad maradékul 3-mal osztva.
Tehét (P(z)(S1(x) — S2(x)))-ben egyik tag kitevSje sem oszthaté 3-mal. Legyen T,, (n = 1,2) olyan polinom, amely
(P(z)(S1(z) — S2(x)))-nek az dsszes olyan tagjét tartalmazza (eljelével, egyiitthatojaval egyiitt), amelynek kitevéje
3-mal osztva n-et ad maradékul. Tehat Ty (z) + To(z) = P(z)(S1(z) — S2()).

Szorozzuk meg (P(z)(Si(z) — S2(x)))-et (T7(x) — Ty(z)Ta(x) 4+ T3 (x))-szel (ami nem 0):

P(x)(S1(x) = Sa(2)) (T7 (2) — T1(2)Ta(x) + T5 (x)) = T7 (x) — T3 (x).

Nem nehéz meggondolni, hogy T (x) és T (x) minden tagjanak kitevsje oszthato 3-mal.
Tehat
Q(z) = (S1(z) = S2(2)) (T1 (2) — T1(2)Ta(2) + T3 (x))

egy megfelels, nemnulla polinom. (Ha P(x) minden tagjanak kitevGje oszthato 3-mal, nem kell szoroznunk semmivel.)

II. megoldas. Azt allitjuk, hogy az adott n-edfokt a,z" + ... + a1z + ap polinomot meg tudjuk szorozni egy
legfeljebb 2n-edfoku ba,z°™ + ...+ bix + by polinommal gy, hogy a legfeljebb 3n-edfoku szorzat polinom megfelels
legyen. n > O-ra bizonyitunk, n = O-ra by = 1 trividlis megoldas. A cél elérésének sziikséges és elégséges feltétele az,
hogy a 3-mal nem oszthat6 kitevsji tagok egyiitthatoja 0 legyen.

Ha 0 < k < 3n, és k nem oszthaté 3-mal, akkor:

Z aibk,i =0.

0<i<n, 0<k—i<2n

Ez Gsszesen 2n kiilonboz6 kitevét jelent, amely ugyanannyi egyenletet ad. Tehat egy, a bg, b1, ..., ba, valtozdkra
vonatkozd, 2n + 1 ismeretlenes, 2n egyenletbdl allo linearis egyenletrendszert kapunk. Mivel az egyenletek szama
kevesebb, mint az ismeretlenek szama, ezért az egyenletrendszernek vagy nincs megoldasa, vagy végtelen sok megoldasa
van. Az utébbi fog teljesiilni, hiszen b; = 0 trivialis megoldéasa az egyenletrendszernek, csak éppen ezt az egy polinomot
tiltja a feladat kikotése. De akkor van (végtelen sok) mas olyan megoldas is, amiben van nemnulla egyiitthato, igy
megfelel§ polinomot eredményez.

Megjegyzés. A masodik megoldasbol kideriil, hogy a 3-mal valo oszthatosagnak a feladat allitasanak teljesiilésében csupan
annyi a szerepe, hogy végtelen sok 3-mal oszthaté természetes szam van. Igaz tehat a kovetkezs: ha s természetes szdmoknak
tetszGleges végtelen sorozata, akkor minden nemnulla polinomnak van olyan nemnulla polinomszorosa, amelyben minden tag
kitevGje s-hez tartozik.



