Megoldas. a, = [nv2] = 3" pontosan akkor teljesiil valamilyen egész k-ra, ha nv2 — 1 < 3% < nv/2, vagyis

1 3k
n — % < E < n. (Nyilvan 3% nem lehet egyenls sem (n\/§ — 1)—gyel, sem n+/2-vel, hiszen mindkett6 irracionélis
szam.)
3* 3* Rl
Jeloljiik f(k)-val — tort részét, vagyis f(k) = — — | —|.
ik f(val 2 wvis 1) = 2=~ | 2|
13
Lattuk, hogy a,, = 3% pontosan akkor teljesiil, ha n — — < — < n. Ekkor
gy p J NG

1
flk)>1— 5~ 02929,

1
Ha pedig f(k) > 1 — 7 akkor létezik olyan n, amelyre a,, = 3".

Azt, hogy az a, sorozat 3-nak végtelen sok egész kitevés hatvanyat tartalmazza, a kovetkezéképpen latjuk be:
Bebizonyitjuk, hogy ha van egy olyan k, amelyre 3* nem szerepel az a, sorozatban, akkor létezik olyan ¢ > k
természetes szam, amelyre 3¢ szerepel a sorozatban.

1 1
Elgszor azt latjuk be, hogy 0 < x <1 — — < 0,293 esetén van egy olyan m € N, amelyre 1 — — < z-3™ < 1.

1 1 v2 v2
Haz-3"1<1—-—<0,293,del - — <z-3™, akkor z-3™ < 3-0,293 = 0,879 < 1.
V2 V2
Az f(k) nyilvan nem lehet 0 egyetlen egész k esetén sem. EbbGl, és a fentiekbdl kovetkezik, hogy amennyiben

1
f(k) <1 — ——, vagyis 3" nem szerepel az a,, sorozatban, akkor van egy m természetes szam, amelyre

V2

f(k+m):3m-f(k)>1—%.

Ez pedig pontosan azt jelenti, hogy szerepel az a,, sorozatban, tehat ¢ = k + m megfelels.
Ezzel bebizonyitottuk, hogy 3-nak végtelen sok egész kitevSs hatvanyat tartalmazza az a,, sorozat.
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