Megoldas. Felhasznaljuk, hogy
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ez specialis esete az ugynevezett Legendre-formuldnak. (A Legendre-formularol b&vebben lasd az 1. megjegyzést.)
Ha az n szam kettes szamrendszerbeli alakja

n = dydy_1 . dldo_Zd .21,

ahol a do, . .., dy szamjegyek mindegyike 0 vagy 1, akkor (1)-ben csak k < ¢ esetén kapunk 0-t6l kiilonbozs tagokat, és
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Ennek egyszert kovetkezménye, hogy pontosan azok a pozitiv egészek dllnak eld v(n) alakban, amelyek felirhatok
kilonbozo 20 — 1 alakd szdmok dsszegeként.

Kovetkezs lépésként megmutatjuk, hogy van olyan 7 szam, ami relativ m-mel, és végtelen sokszor all elg 2¢ — 1
alakt szamok m-mel val6é osztési maradékaként, vagyis léteznek olyan i1 < is < i3 < ... pozitiv egészek, amelyekre

21 _1=22_-1=2"—1=...=r (modm).

Irjuk m-et 2'u alakban, ahol v paratlan szam, és tekintsiink egy tetsz6leges olyan i > t pozitiv egészt, amire i — 1
oszthato o(u)-val. Nyilvan végtelen sok ilyen 4 létezik. Az Euler—Fermat-tétel alapjan minden egyes ilyen i értékre

uf260) — 1271 — 1,
(2) 20 —1=202"'-1)+1=1 (mod u),
és 1 > t miatt
(3) 20 —1=-1 (mod 2.

A 2" — 1 szam (2) és (3) miatt relativ prim u-val és 2'-vel is, tovabba (2) és (3) egyértelmiien meghatarozza 2 — 1
maradékat modulo [u, 2'] = m. Ez a maradék tehat valoban végtelen sokszor el6fordul.

Mivel m és r relativ primek, az 7, 2r, 3r, ... szdmok teljes maradékrendszert alkotnak modulo m, és létezik olyan u
pozitiv egész, amire a = ur (mod m). Ekkor az n = 2** 4 ... 4 2" szamra

vin)=v(2" +...+2%)=(2"-1)+...+ (2% —1)=u-r=a (mod m).

Ezzel megkonstrualtuk a kivant n szamot.

Megjegyzések. 1. Ha vy(n)-nel jeloljiikk tetszSleges p primszamra és nemnegativ egész n-re a p kitevGjét az n!
primtényezds felbontasaban, akkor az ugynevezett Legendre-formula szerint

vy(n) = [g]+{§]+[§]+:§[§]

Ha 6sszeszamoljuk azt, hogy az 1,2,...,n szamok kozott hany p-vel oszthato, hany p2-tel oszthato stb. van, éppen a
jobboldalon all6 6sszeget kapjuk. Ez szemléletesen bizonyitja a képletet.

A formélisabb bizonyitashoz tetszéleges ¢ pozitiv egészre jeloljiik p,(£)-lel a p kitevGjét az ¢ primtényezds felbon-
tasaban. Mivel szorzasnal a kitevék 6sszeadddnak,

vp(n) = pp(1-2-...-n) = pp(1) + pp(2) + ... + pp(n).

Tekintsiik most az Osszes olyan (k, ¢) part, amelyekben 1 < ¢ < n és p" osztoja l-nek, és szamoljuk Ossze kétfele-
képpen az ilyen tulajdonsiagi parokat.



ElGszor csoportositsuk a (k,£) parokat ¢ értékei szerint. Egy rogzitett ¢ szam a p-nek mindig pontosan g, ()

kiilonboz6 hatvanyaval oszthato: ezek a p,p?, ..., p“P(Z) szamok, ezért
n n
(4) lez Z]‘:ZMP(Z):VP(”)'
(k,0) £ pk|e ¢
Most csoportositsuk a parokat k értékei szerint. Minden egyes k-ra azokat az ¢-eket keressiik, amelyek tobbszoresei
pf-nak; az 1,2, ..., n kozott ezek szama [2%] . A pérok szama tehat

(5) %l_i 3 1_§:[]%].

k=1 L<n, pklé k=1
A (4) és (5) képletek egyiitt bizonyitjak a Legendre-formulat.

2. Az allitast a 2 helyett barmelyik mésik primmel kimondhatjuk; a bizonyitas minden nehézség nélkiil atirhato.



