Megoldas. 1. El6szor szamitsuk ki f(0) értékét. A feltétel szerint f(0) 40 = f(f(0)), ahonnan f(0) = f(f(0)).
Az f(z) + 2z = f(f(x)) egyenletben x helyére f(0)-t helyettesitve (megtehetjiik, mivel az értelmezési tartomény a

valos szamok halmaza):
F(F(0) +27(0) = F(f(f(0))),
az f(0) = f(f(0)) szerint: 3f(0) = f(f(0)), azaz 3f(0) = f(0), ahonnan 2f(0) = 0, tehat f(0) = 0.

2. Bebizonyitjuk, hogy f szigortan monoton. Ha nem lenne az, akkor lenne legalabb két olyan hely, ahol ugyanazt
az értéket veszi fel: f(q) = f(r) = w. Az f(x) + 2z = f(f(x)) egyenletbe befrva: w + 2¢ = f(w), és w4 2r = f(w).
Atrendezve: 2¢ = f(w) —w = 2r, vagyis r = ¢q. Tehat nincs két kiilonboz6 érték, ahol ugyanakkora a fiiggvényérték,
vagyis f szigorian monoton.

3. Mivel f szigoriian monoton, a 0-t csak 0-nal veszi fel.

Ha f szigorian monoton ng, akkor f(0) = 0 alapjan = > 0 esetén f(z) > 0 és z < 0 esetén f(x) < 0, tehat
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Ha f szigortan monoton csokken, akkor f(0) = 0 alapjan x > 0 esetén f(x) < 0 és x < 0 esetén f(z) > 0, tehat
f(z)

—= <0.

x
4. Definialjuk az f,(z) sorozatot tetsz6leges valdos nemnulla x-re a kovetkezSképpen:

fo(z) ==,

filz) = f(=),

fa(z) = f(z) + 2,
f3(z) = fa(z) + 2f1(2),
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ami igaz, igy definialtuk fo(x)-et.
Tegyiik fel, hogy n = k-ra is igaz az allitas, megmutatjuk, hogy ekkor n = (k + 1)-re is teljesiil.
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Az indukcios feltevés alapjan tehat az allitdas n = (k+ 1)-re is igaz, vagyis a képlet a teljes indukcio elve szerint minden

n-re hasznélhato.
fn(z) definiciojabol:
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5. Ha f szigortan monoton cstkken, akkor minden nemnulla y-ra

@) _ fUa@) (@) 2+ (2o f@) ()"

y frn—1(z) (f(z)+2) -2+ (22 — f(x)) - (~1)" "




Harom esetet vizsgalunk:
a) eset: f(x) +x > 0. A szamlalo

(f@)+z) 2"+ (22— f(x)) - (-1)" > (f(z) + ) - 2" — |2:c—f(;v)|

(f(x) +a) 2" 4 (20— f(2) - (=1)" ' > (f(x) +2) -2 — |22 — f(2)].

Mivel f(x)+ x és ’2:10 — f(x)‘ is pozitiv, azért létezik olyan pozitiv egész n, amelyre
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ekkor viszont a szamlal6 és a nevezd is pozitiv, tehat M > 0. Ellentmondéasra jutottunk, tehat ebben az esetben
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nincs megoldas.
b) eset: f(x) + = < 0. A szamlalo

(f(@)+2z)-2"+ (22— f(x) - (-1)" < (f(2) + ) - 2" + |22 — f(2)]

és a nevezl
(f@)+a) -2+ (22— f(2)) - (-1)"7" < (f(a) +2) 2" " + |22 — f(a)].

Mivel f(x)+ x és —‘290 — f(x)‘ is negativ, létezik olyan pozitiv egész n, amelyre
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ekkor viszont a szamlal6 és a nevez6 is negativ, tehat M > 0. Ellentmondésra jutottunk, tehat ebben az esetben
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sincs megoldas.
c) eset: f(x)+ax =0, tehat f(z) = —z. Ekkor

ffamr(@) — (fl@)+2) 2"+ (22— f(2)) - (=D)"
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Az f(z) = —x fiiggvény monoton, és a valos szamok halmazén értelmezett, tovabba f(z) + 2z = f(f(x)) feltétel
fennall: —x + 22 = f(—z). Tehat f(z) = —x megoldas.
6. Most azt az esetet vizsgaljuk, amikor f szigortiian monoton né. A feltételbsl:

f(f(@) — f(=)
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Eszerint lehet definilni az f_,(z) sorozatot tetszleges valos nemnulla z-re:

fonta(2) = fonti(z)

f,n(:z) = )

Allitds: f(f=n(2)) = f-n+41(x). Teljes indukcidval bizonyitjuk:

A fentiekbdl kovetkezik, hogy f_1(x) = W, z+ f-1(z) = f(z), vagyis f(f-1(x)) = f(fo(x)). Tehat n = 1-re
az allitas igaz.

Tegyiik fel, hogy n = k-ig igaz: f(f_k(x)) = f_p+1(x). Megmutatjuk, hogy ekkor n = (k + 1)-re is:

I o) (@) = J—e—1) (2 ; ffk(x),

innen f_i(2)+2f_(k41)(2) = f-(k—1)(2) és az indukcids feltevés értelmében f(f_i(z)) = f_(x—1)(2), tehat f(z)+2z =
f(f(x)) szerint
f(f—(kﬂ)(x)) = f(f—k(x))-

Tehat az allitas n = (k + 1)-re igaz, vagyis minden pozitiv egész n-re teljesiil.
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negativ indexnél is igaz. A bizonyitas ismét teljes indukcioval torténik:
n = 0-ra, n = 1-re igaz a képlet, méar lattuk. Tegyiik fel, hogy n = k-ra, n = (k + 1)-re igaz a képlet, bebizonyitjuk,
hogy n = (k — 1)-re is:
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A képlet n = (k — 1)-re is igaz, igy a teljes indukcio elve szerint érvényes minden negativ n-re is. Tehat tetsz6leges

egész n-re:
falz) = % on 4 %_Tf(x) N

Most azt az esetet vizsgaljuk, amikor f szigorian monoton ng, tehat f(y)/y pozitiv tetszdleges valos y-ra. Ha n negativ,

akkor
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Két esetet kiilonboztetiink meg.
1. eset: f(z) = 2z. Ekkor a hanyados 1/2, pozitiv. f szigortian monoton né, f(z)+ 2z = f(f(z))-be helyettesitve:
4dx = f(2x), ami igaz.
2. eset: f(x) # 2z. Ekkor tetsz6leges negativ paros n-re:

[@) _ faa@) _ (@) _ (fl@) +2) -2+ (22— f2)

y  falo) fn(x) (f(@)+2) 2"+ (22 — f(2))

> 0.

Ha n tart minusz végtelenhez, akkor (f(z)+z)-2""' és (f(x) + x) - 2" tart 0-hoz, a hanyados pedig —1-hez, tehét a
hényados negativ.

Ellentmondasra jutottunk, tehédt, ha f monoton ng, akkor csak az elsG eset felel meg a feltételnek.

Minden esetet megvizsgaltunk, tehat a fliggvényegyenlet 6sszes megoldasa: f(z) = —x, és f(x) = 2z.



