Megoldas. Vegyiik észre, hogy az f = 0 fliggvény teljesiti a feladatban leirt feltételeket. Megmutatjuk, hogy ezen
kiviil nincs maés ilyen tulajdonsagu fiiggvény.

A (iv) feltételbl z = y = z = 0 helyettesitéssel adodik, hogy 3f(0) = £(0)°, azaz f(0)(f(0)> —3) = 0. Innen
£(0) = 0 vagy f(0)* = 3 kdvetkezik, 4m az utobbi lehetség ellentmond (ii)-nek, igy f(0) = 0. Ezek utdn y = —x és
z = 0 helyettesitéssel (iv) f(z)+ f(—z) = 0 alakot 0lt, tehat f(x) = —f(—x) teljesiil minden = egész szamra, vagyis f
paratlan fiiggvény. Végiil az y = = és z = —2x helyettesitéssel (iv)-bdl azt kapjuk, hogy 2f(z) — f(2z) = —f(x)Qf(23:),
azaz

(1) 2f(x) = f(22)(1 - f()%).

Tegyiik fel tehat, hogy f # 0, azaz van olyan x egész, amire f(x) # 0. Ekkor (1) bal oldala nemnulla, igy a jobb
oldal sem lehet zérus, tehat ‘ f (;v)| # 1 teljesiil minden olyan z egészre, ami nem gyoke f-nek. Méas szoval az f fliggvény
nem veszi fel az 1 és —1 értékek egyikét sem. Lattuk, hogy f(0) = 0, ezért (4i7) miatt ‘f(n)‘ < 1 teljesiil minden n
egészre. Ha tehat 0 < ‘f(:z:)| < 1, akkor (1) miatt
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adodik, azaz |f(2"x)‘ > 2"‘f(x)‘, ha n > 1 egész. Legyen n olyan pozitiv egész, amire 2" > @ teljesiil. Ekkor
s ] > 215> prlie] =1

marpedig ez ellentmond a fenti megfigyelésnek, ami szerint |f| < 1. Tehat f = 0 az egyediili olyan fliggvény, ami
teljesiti az (i)—(iv) feltételeket. O

Megjegyzés. Tobben észrevették, hogy a feladat (iv) feltétele teljesiil a tangens fiiggvényre. Ez a megfigyelés, mint lattuk,
nem sziikséges a megoldashoz, de ennek ismerete ravilagit annak otletére. Ha ugyanis az f fiiggvényre fennall a (iv) tulajdonsag,

akkor « := arcctg (f(l)) valasztéassal tetszGleges n pozitiv egészre f(n) = tg (n - a) adodik. Mivel tg ( + 5) nem értelmes, azért
n-a= :tg + 2km semmilyen egész n, k esetén sem teljesiilhet, igy olyan egész m sem létezik, amire tg (ma) = £1 all. A (4i7)

feltétel miatt ekkor | f| < 1, méarpedig ha tg () # 0, akkor az « alkalmas t6bbszorosének tangense 1-nél nagyobb abszolat értékd
lesz.



