Megoldas. Tekintsiik az 1,1+ a,1+ 2a,1+ 3a,..., illetve az 1,14+ b,1+ 2b,1 + 3b, ... sorozatokat. E két sorozat
béarmelyikére igaz, hogy két szomszédos elemének kiilénbsége a vagy b, ezért semelyik két szomszédos elem sem lehet
a Hi és Hy halmazok koziil ugyanabban. Mas széval mindkét sorozat felvaltva tartalmaz H; és Ha-beli elemeket. Azt
kaptuk tehat, hogy az 1+ ka és az 1+ b egészek pontosan akkor vannak ugyanabban a halmazban, ha k és ¢ paritasa
megegyezik (hiszen mindkét sorozat elsé eleme 1).

Legyen n, illetve m az a, illetve b kanonikus alakjaban a 2 primtényezé kitevSje, azaz a = 2"a’ és b = 2™¥,
ahol o', illetve b’ paratlan szamok. Az altalanossag megszoritésa nélkiil feltehetjiik, hogy n > m teljesiil. Tekintsiik az
x :=14+2"a'b’ szamot. Mivel x = 1+b’a ugyanabban a halmazban van, mint x = 14+a'2"~"™b, a fenti megfigyelésiinkbsl
az adodik, hogy b’ és a’'2"~™ paritasa megegyezik, vagyis a’2"~"™ paratlan, ami csak tgy lehetséges, ha n — m = 0,
azaz ha n = m. Azt kaptuk tehat, hogy ha lehetséges a pozitiv egészeket két halmaz uniéjara bontani a feladatban
leirt mo6don, akkor a és b kanonikus alakjaban a 2 primtényez ugyanazon a kitevén szerepel.

A megoldast annak megmutatésaval fejezziik be, hogy ebben az esetben (tehat ha n = m) megadhat6 a kivant
felbontas. Legyen ugyanis

k
H, = {k €Z:k>0¢és {2—4 paratlan} , illetve

Hy = {keZ:k>Oés {ZE"J péros}.

BEz a valasztas megfeleld, hiszen ha © — y = a, akkor = y + a, tehét
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Mivel o’ paratlan, ez azt jelenti, hogy x és y egyike Hi-beli, a masik pedig Hy eleme. Hasonléan lathato, hogy ha két
pozitiv egész kiilonbsége b, akkor azok kiilénb6z6 halmazokbol valok:
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Azt kaptuk tehat, hogy pontosan akkor létezik a feladatban leirt felbontas, ha a és b primtényezss felbontasaban
a 2 prim ugyanazon a kitevén szerepel. [

Megjegyzések. 1. Kénnyen lathatoé, hogy ha a és b pontosan ugyanazokkal a 2-hatvanyokkal oszthato, akkor a pozitiv egé-
szeknek a feladat szerinti barmely felbontasa tgy all els, hogy a 2" szerinti maradékosztalyok elemeit ,felvaltva” tessziik Hi-be
és Ha-be.

2. Ha a Hi-ben, illetve Ha-ben felléps kiilonbségekbdl nem két szamot (a-t és b-t) tiltunk meg, hanem tobbet, akkor a
megoldasban leirt moédszerrel igazolhatd, hogy pontosan akkor létezik a kivant particio, ha a tiltott szdmok mindegyikének
kanonikus alakjaban ugyanazzal a kitevGvel szerepel a 2 primoszté. A lehetséges halmazokba osztasok itt is pontosan dgy
kaphatok, ahogy azt az 1. megjegyzésben leirtuk.

3. Nagy Daniel azt figyelte meg, hogy harom halmaz (Hi, H2 és H3) uniéjara mindig felbonthatok a pozitiv egészek ugy,
hogy semelyik halmazon beliil se lépjen fel a vagy b kiilonbség. Ez a tény a ,,mohé szinezés” erre az esetre torténd alkalmazasaval
igazolhato: sorra elddntjiik az 1,2, 3, ... szdmokrdl, hogy a H; halmazok koziil melyikbe tessziik. Konkrétan: a soron kovetkezs k
pozitiv egészhez Ggy valasztjuk a k-t tartalmazo6 halmazt, hogy k ne legyen egy halmazban a korabban mar valamelyik halmazba
besorolt (k — a) és (k — b) szamok egyikével sem. Mivel harom halmazunk van, ezt mindig megtehetjiik. Ezzel a moédszerrel
minden pozitiv egészt a Hi, Ho és Hs halmazok koziil pontosan egyhez rendeliink, és a konstrukciéobol adédéan az igy kapott
felbontas rendelkezik a kivant tulajdonséggal. Az is konnyen lathato, hogy ha a 2. megjegyzésben leirtak szerint tobb tiltott
szamunk van (mondjuk ¢), akkor a pozitiv egészek halmaza bizonyosan felbonthaté ¢ + 1 halmaz uni6jara a feladatban leirt
modon.

2Egy « szam |x| alsé egész része (vagy egész része) az a legnagyobb egész szam, amely nem nagyobb z-nél.



