Megoldas. A keresett szamokat nevezziik roviden jonak. Tegyiik fel, hogy k jo. Ekkor k& < 10™ teljesiil alkalmas m
pozitiv egész szammal, ezért k-nak van olyan n tobbszorose, amelyre 10™ < n < 2-10™. Erre az n szamra f(n) utolsd
jegye l-es, vagyis f(n) nem oszthato sem 2-vel, sem 5-tel. Ezért a k szam relativ prim a 10-hez. Az Euler—Fermat-tétel

10t — 1
szamnak

szerint igy 9k osztéja 10" — 1-nek, ahol t = p(9k). Ezért k osztdja a t-jegyi, csupa 1-esbdl 4ll6 K =
is. Tehat
E|19K =20K — K =22...20—11...1=211...109,
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kE|L=f(19K)—80K =9011...12—88...80=122...232,
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kovetkezik. Mindent Osszevetve kapjuk, hogy
k| (10° —1) —10(10""' — 10) = 99,

vagyis k lehetséges értékei 1, 3, 9, 11, 33 és 99. A 3-as, 9-es és 11-es oszthatdsigi szabélyok ismeretében kénnyen

meggy6zbdhetiink arrél, hogy ezen hat szdm mindegyike valéban jo.

Megjegyzés. A megoldasban az Euler—Fermat-tételre csak annyiban volt sziikség, hogy belassuk, a k-nak létezik csupa 1-es
szamjegybdl all6 tébbszorose. Ezt viszont mar a skatulya-elv alkalmazasaval is megkaphatjuk. Tekintsiik ehhez az 1,11,111,1111, ...
szamokat. Ha a sorozatot elég hosszan folytatjuk, biztosan lesz két olyan szam, amely ugyanazt a maradékot adja k-val osztva;
ha ez az a és a b darab 1-esbdl allo szam, (ahol a < b) akkor kiilonbségiik

11...100...0=10"-11...1
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oszthato k-val. Mivel k relativ prim a 10-hez, azért 11...1 is oszthato k-val.
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