Megoldas. Az egyenest azonositsuk a valos szamegyenessel, egy tetszéleges s szakasz atrendezés utani képét
jelolje s’, a véges sok szakaszbol 4ll6 S szakaszrendszer atrendezésével kapott Gj rendszer ennek megfelelSen legyen S’,
végiil jelolje t(S) az S-et alkoto szakaszok U(S) unidjanak osszhosszat. Elegendd az allitast olyan S szakaszrendszerek
esetén bizonyitani, amelyekre U(S) Osszefiiggs. Valoban, ha S = S; U S U ... U Sy, ahol U(S1),U(S2),...,U(Sk)
paronként diszjunkt szakaszok, akkor az Osszefiiggs esetre érvényes éllitas alapjan

t(S) =t(S1) + t(S2) + ...+ t(Sk) > t(Sy) + t(S%) + ... +t(S}) > t(9)

mar kovetkezik, hiszen szakaszok unidjanak Osszhossza legfeljebb a szakaszok hosszanak az 6sszege lehet.

Feltehetd tehat, hogy U(S) = [a,b]. Azt kell igazolnunk, hogy ¢(S") < ¢([a,b]) = b — a. Az U(S’) legkisebb és
legnagyobb elemét jelolje rendre d', illetve b'. Mivel ¢(S') < ¢([a’,b]) = b' — d/, clegend6 azt megmutatni, hogy
b —a’ < b-—a. Legyen s € S egy olyan szakasz, amelyre s’ baloldali végpontja a’, hasonléan u € S pedig egy olyan
szakasz, amelyre u’ jobb oldali végpontja b'. Ha s = u, akkor U(S’) = &', és s C U(S) miatt az &llitas nyilvanvalo,
hiszen s’ egybevéigo s-sel. Feltehetjiik tehét, hogy s # u, és legyen [c,d] a legrovidebb intervallum, amely tartalmazza
az s és u szakaszok egyesitését. Ekkor a < ¢ < d < b, vagyis elegendd azt megmutatni, hogy b’ — a’ < d — ¢. Vegyiik
észre, hogy ez lényegében az eredeti feladat allitasanak az a specialis esete, amikor S-et csupéan két szakasz (s és )
alkotja. Pontosabban:

Ha egy egyenesen az s és u szakaszokat gy rendezziik dt, hogy kézéppontjaik tavolsdga nem nd, akkor unidjuk konvex
burkdinak a hossza sem nd.

Jelolje s és u hosszat «, illetve 3, kdzéppontjaik tavolsagat pedig o. Ha a szakaszokat tiikrozziik a kozéppontjaik
alkotta szakasz felezépontjara, akkor a fenti mennyiségek egyike sem véaltozik meg; ezért feltehetjiik, hogy az s bal
oldali végpontja c.

1. eset: Ha u nem része s-nek, akkor uw jobb oldali végpontja d. Jelolje az s jobb oldali végpontjat y, az u bal
oldali végpontjat . Ekkor a =y —¢, 8 =d—xz,ezéert d—c=(d—z)+ (x —y) + (y —¢) = (a + B) + (z — y), azaz
r—y=d—c—(a+p);igy
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Mivel d — ¢ legalabb akkora, mint akar « vagy 5, azért o = (d — ¢) — — tehat
d—c=p0+ a _; b .

Ekkor nyilvan a pozitiv x — ¢ és d — y szdmok Osszege legalabb akkora, mint kiilonbségiik abszolit értéke, azaz

(z—c)+(d—y) >|(x—c)—(d—vy)

)

igy
20=(x+d)—(c+y) > |(y—c)— (d—=)| = |a— Bl.

2. eset: Ha u része s-nek, akkor s maga a [c,d] intervallum, az u bal, illetve jobb oldali végpontja legyen z és y;
ekkor
d— ¢ =a =max{a, 5},

és nyilvan, az el6bbi esethez hasonlé okbol
(d-y)—(x—c)<(d—y)+(z—0),

azaz

20=(d+c)—(@@+y)<d-c)—(y—2)=a—-F=la—-p|
A két eset Osszefoglalasaként tehat elmondhatjuk, hogy éaltalaban

o+
o+ 67
d—c= 2

max {«, 8}, ha |a— 3] > 2.

ha |a - B| < 2,

Tehét f(0) = d—c a o mennyiségnek monoton nové fiiggvénye. Ezért, ha az s’ és v’ szakaszok kdzéppontjénak tévolsaga
o' <o, akkor b’ —a' = f(o') < f(o) =d —c.



