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I. megoldas. Ha n < k, akkor az adott szamok kozott szerepel < k> =1, ezért az allitas nyilvanvalo.
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vagyis ( mn ) és (m—i— ) minden ko6z6s osztdja egyuttal (?) -nek is osztoja.
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Legyen az
szamok legnagyobb k6z0s osztéja d. Ekkor az el6z6 bekezdésben leirtakat az f+1=késm=n,n+1,...,n+k—1
esetekben alkalmazva kapjuk, hogy d osztdja az
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szamok mindegyikének. Ismét alkalmazzuk az oszthatosagra vonatkozo allitdsunkat, most az £ +1 =k —1 ésm =
n,n+1,...,n+ k — 2 szamokra. Azt kapjuk, hogy d osztdja az
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szamoknak is. Ezt az eljarast lépésrol-lépésre folytatva kapjuk, hogy d osztdja az
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szamoknak, minden ¢ < k pozitiv egész esetén.
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Ezért, ha ¢« = k — 1, akkor azt kapjuk, hogy (T) és (n—li_ ) is, s igy
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is oszthatd d-vel. Vagyis d = 1, ami éppen a bizonyitandé allitas.

II. megoldas. Ha n < k, akkor az els6 megoldasban leirtak miatt igaz az allitds. A tovabbiakban tegyiik fel, hogy

1 k
n > k. Ekkor azt kell megmutatnunk, hogy barmely p primszamra talalhaté az (Z), (n_}; ), ey (n—li:— ) szamok

kozott legalabb egy olyan, amely nem oszthato p-vel.

Rogzitsiik a p primszamot. Tekintsiik azn—k+1,n—k+2,...,n,n+ 1, ..., n+k szamokat. Az adott binomialis
egyiitthatok mindegyike egy olyan tortként irhatd fel, amelynek szamlalojaban ezek koziil k darab egymaést kdvetd
szam szorzata all, nevezGje pedig k!. Ha p nem osztdja egyik szamnak sem, akkor készen vagyunk. Ha p osztoja az
n—k+1,n—k+2,...,n+k szdmok koziil néhanynak, akkor pedig valasszunk ki koziiliik egy olyan m szamot, amely
p-nek a lehets legnagyobb hatvanyéaval, mondjuk p®-val oszthat6. ElGszor vizsgaljuk meg az n — k+1 < m < n esetet.
Tekintsiik az

m+k\  (m+k)(m+k—1)-...-(m+1)
( k )‘ k(k—1)-...-1

0 < B < « tetszoleges pozitiv egész, akkor m valasztasa miatt minden i pozitiv egész esetén m + ¢ pontosan akkor
oszthato pﬁ -val, ha i oszthato vele. Ezért a tortet egyszertsithetjiik pﬁ -val. Minden lehetséges B értékre elvégezve az
egyszer(sitést, olyan tortet kapunk, amelynek sem a szamlaloja, sem a nevez§je nem oszthaté p-vel. Tehat ebben az
esetben van a feladatban szerepld binomialis egyiitthatok kozt olyan, amelyik nem oszthatd p-vel.

Az n <m < n+ k esetben pedig az

m—1\ (m—-k)(m—-k+1)-...-(m—1)
( k )‘ k(k—1)-...-1

binomidlis egyiitthatét érdemes tekinteni. Ekkor minden 1 < ¢ < k esetén a tort szamlalojaban szereplé m — ¢
tényezordl allithatd, hogy p-nek pontosan akkora hatvinyaval oszthat6, mint a tort nevezGjében szerepls i tényezd.

Tehat az egyszerisitések elvégzése utan lathato, hogy i

nem oszthato p-vel.

Ezzel a feladat allitasat belattuk.



