I. megoldas. A négyzet masik két cstucsa a kor kozépponttol ugyanolyan tavolsigra van a szimmetria miatt. Az
egyszer megoldas kulcsa a feladat kovetkezd atfogalmazésa:

Adott egy egység sugari k kor és annak eqy A pontja. A pozitiv koriljardsiu ABCD négyzet B csicsa a k kirre
illeszkedik. Mi a D csucsnak a kir O kézéppontjatol valo lehetséges legkisebb és legnagyobb tdvolsiga?

A D cstcsot a B-b&l A koriili pozitiv irdnya 90°-os forgatéassal kapjuk. Ezért amikor a B cstcs befutja a k kor
A-t6] kiilonb6z6 pontjait, a D cstcs mértani helye azon O kdzépponta k' kor A-tol kiilonbozs pontjaibol all, amelyet
a k-bol ugyancsak A koriili pozitiv iranyd 90°-os forgatas hoz létre (1. dbra). Az extremalis helyzetben 1évé D pontok
az OO0’ egyenesen helyezkednek el. Mivel az OAQ’ haromszdg egyenlSszéara és derékszogi, azért OO’ = /2. Tehat a
D pontnak O-t6l valo lehetséges legkisebb tavolsaga v/2 — 1, lehetséges legnagyobb tavolsaga pedig v/2 + 1.

II. megoldas. Vegyiink fel egy derékszogl koordinatarendszert Ggy, hogy az origd az adott kor O kdzéppontja
legyen, a négyzet korre illeszkeds két csucsdnak koordinatai pedig A(cost,sint) és B(cost, —sint) legyenek, ahol
0<t<m/2(2 dbra).
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Ekkor a négyzet oldalai parhuzamosak a koordinatatengelyekkel, hosszuk pedig 2sint. Ezért a masik két csics
koordinatéi vagy Cj(cost+ 2sint, —sint) és Dj(cost + 2sint,sint), vagy pedig Cy(cost — 2sint, —sint) és Dy(cost —
2sint,sint), attol fliggden, hogy a cstcsok az AB egyenesnek O-val megegyezs, vagy azzal ellentétes oldalan vannak.
Nyilvan igaz, hogy OC; = OD; > OCy, = ODy, ezért a tavolsdg maximumat az OC;, minimuméat pedig az OD,
tipust szakaszok kozt kell keresniink. Mivel a pozitiv szdmok koérében a négyzetreemelés megtartja a nagysag szerinti
rendezést, elég a tavolsadgok négyzetének szélsGértékeit meghataroznunk. Vagyis egyrészt az

0C? = (0 — (cost + 2sint))” + (0 + sint)® = e(t)
fliggvény legnagyobb, mésrészt az
OD; = (0 — (cost — 2sint))2 + (0 —sint)? = d(t)

fiiggvény legkisebb értékét kell meghataroznunk, mindkétszer a 0 < ¢ < /2 intervallumon.
Ismert trigonometriai azonossagokat felhasznalva kapjuk, hogy

c(t) = (cost +2sint)® + sin®t = 1 4+ 4sin® ¢ + 4sint cost =
2 2
=1+4V2sint <§ sint + §c05t> =1+4V2sintsin (t + 7/4) =
=1+2v2(cos (t— (t+m/4)) —cos (t+ (t +7/4))) =

=1+2V2 <? - Cos(2t+7r/4)> =3 —2v2cos (2t + 7/4),



illetve

d(t) = (cost — 2sint)> 4+ sin® ¢t = 1 + 4sin® ¢t — 4sint cost =
2 2
—1+4v2sint <§ sint — gcost> — 1+ 4v2sintsin (t — 7/4) =

=1-2v2(cos (t+ (t —7/4)) — cos (t — (t — 1/4))) =
=1-2V2 <cos (2t — w/4) — g) =3 —2V2cos (2t — 7 /4).

Mivel minden z értékre igaz, hogy —1 < cosx < 1, azért
cft) <3+2V2 e d(t) >3 —2V2

Ha 0 < t < 7/2, akkor mindkét egyenlStlenségben pontosan egyszer all fenn egyenlGség, t = 37/8, illetve t = 7/8
esetén. Tehat ¢(t) maximuma 3 4+ 2v/2 = (1+ \/5)2, d(t) minimuma pedig 3 — 2v2 == (\/5 - 1)2.
Vagyis a négyzet masik két cstcsanak O-t6l valo tavolsaga legalabb v/2 — 1 és legfeljebb v/2 + 1.

Megjegyzés. Az 1., ,egyszert” megoldasra persze nehéz rajonni. A feladat ,szokasos” megoldasa a II. megoldas. Ebben a
megoldasban a c(t) és d(t) fliggvények szélsGértékeit derivalassal is meg lehet hatarozni.



