Nagy Janos megoldasa. ElGszor helyettesitsiink be (a = 1)-et. Ekkor az 1, f(b), f(b+ f(1) — 1) szdmokra igazak
a haromszog-egyenlGtlenségek, de mivel egészek, ez csak gy lehet, ha f(b) = f(b+ f(1) — 1) minden b € N*-ra.
Indirekt tegyiik fel, hogy f(1) # 1. Ekkor minden pozitiv egész c-re

ate(f()=1), f0) e f(b+ fla+e(f1)-1)) 1)

egy héromszog oldalai, de f(b+ f(1) — 1) = f(b) ismételt alkalmazasaval a + c(f(1) — 1), f(b), f(b+ f(a) — 1) is
egy haromszog oldalai. Ekkor c-t megvalaszthatjuk tgy, hogy a haromszog-egyenl6tlenség ne teljesiiljon, tehat kaptuk,
hogy f(1) = 1.

Helyettesitsiink be b = 1-et, ekkor a, 1 és f( f (a)) egy haromszog oldalai. Ez az egyenlGtlenségek miatt csak agy
lehet, hogy f(f(a)) = a, minden a € N*-ra.

Most latjuk, hogy a fiiggvény minden értéket folvesz (f(f(a)) = a) és kdlesdnosen egyértelmd is, hiszen ha f(a) =
f(b), akkor f(f(a)) = f(f(b)), vagyis a = b. Most igazoljuk, hogy f(2) = 2. A kdlcsonds egyértelmtiség miatt f(2) > 1.
Indirekten tegyiik fel, hogy f(2) = x > 2. Helyettesitsiink be a = 2-t; ekkor

2+ f(b)> fb+x—1), de fb+z—1)+2> f(b),

és a kolcsonos egyértelmiiség miatt nem egyenlGek, tehat ‘f(b +zx—1)— f(b)| =1.

Most vegyiik az f(z), f(z+(z—1)), ..., f(z+c(x—1)), ... sorozatot, ennek bérmely két szomszédos tagja kdzott
a kiilonbség 1. Tudjuk, hogy f(x) = 2. Ennek a sorozatnak az elemei csak ugy léphetnének ki a [0, z] intervallumbol,
ha létezne egy ¢ > 0 ugy, hogy f(z + c¢(z — 1)) = = (mivel egyesével valtoznak). Ekkor

f(flz+cl@—1))=flx)=2=a+c(z—1),

de z > 2, igy ez nem lehet.

Tehét az f(x), f (x—i— (x— 1)), ... sorozat elemei a [0, z] intervallumban vannak, ezért lesz olyan érték, amit kétszer
is felvesznek, ez pedig a kolcsonos egyértelmiiség miatt nem lehet.

Igy lathato, hogy f(1) = 1, f(2) = 2. Indukciéval belatjuk, hogy minden (z > 0)-ra f(z) = z. A kezddlépésekkel
megvagyunk; tegyiik fel, hogy minden ¢ < z-re f(i) = i. Mivel © > 2, azért 2 és x — 2 is pozitiv egész szamok.
Behelyettesitve:

2, flz=1), flz—1+f(2)-1)

egy haromszog oldalai, amib6l f(z) < f(z —1)+2 =z + 1, tehat f(x) < z. Az f(z) < = a kilcsondsen egyértelmiiség
miatt nem lehet. Igy azt kaptuk, hogy f(x) = x, amivel az indukci6s lépést befejeztiik.

Veégezetill az f(x) = x fliggvény valoban teljesiti a feladat feltételeit, mert a, b és a+b— 1 mindig egy el nem fajulo
haromszog oldalai. Az egyetlen jo fliggvény az f(z) = x.



