Tomon Istvan megoldasa. Tekintsiik a t; = s;41 — s; (1 = 1,2,...) kiiloubségeket, és legyen j egy olyan pozitiv
egész, amelyre ¢; = min {t1,t2...} (mivel ¢1,%2,. .. pozitiv egészek, létezik ilyen j). Legyen a = s; és b = s;41, ekkor
b > a a sorozat szigori monotonitasa miatt, és legyen d az s;,, Ss,, . . . szamtani sorozat differencidja. Ekkor s, és s,
ezen sorozat két egymast kovets eleme, igy s, —s, = d. Mivel s; szigorian monoton né, s, < Sg41 < ... < Sp, vagyis az
Sa+1 — Sa, Sa+2 — Sa+1, - - -, Sb — Sp—1 kiilonbségek mind pozitivak, 6sszegiik s, — s, = d, s mivel b —a darab kiilonbség

d
létezik, a legnagyobb legalabb T Legyen ekkor x egy olyan pozitiv egész, amelyre a < = < b és a legnagyobb
—a

d d
kiilonbség s;z+1 — sS4 > T Egyenl6ség csak akkor &llhat fenn, ha minden kiilonbség o

—a
Ezutan nézzik az ss, és s, ., kozott 1éve elemeket. Az egyszertiség kedvéért legyen s, = e, sy41 = f, ekkor
Sf — 8¢ = Ss,,, — Ss, = d, s ha nézziik az scy1 — Se, Se42 — Set1, ---, Sy — sy—1 killonbségeket, akkor az f — e darab

pozitiv kiilonbség, melyek Osszege sy — s, = d. Legyen y egy olyan pozitiv egész, amelyre e < y < f és 5,41 — sy a
legkisebb kiilonbség a felsoroltak kozott. Ekkor
< d < d
Sy+1 — Sy S = S
y+ Yy f —e 5m+1 — S, ﬁ

=b—a,

és egyenldség csak akkor allhat fenn, ha mindegyik kiilonbség egyenls, azaz Sc11 — Se = Se42 — Seq1 = ... = Sf — Sf_1.
Am sziikséges, hogy egyenlGség alljon fenn mindenhol, kiilénben s,; — s, < b — a, ami ellentmond annak, hogy b —a
a legkisebb el6fordulo kiilonbség az s; sorozat két szomszédos eleme kozott. Ha egyenlGség all fenn, az azt jelenti, hogy

aZ Sq,Sa+1,---,Sp sorozat egy differencidji szdmtani sorozatot alkot és sc,scy1,...,5f is szdmtani sorozatot

b—a
alkot, aminek b — a a differenciaja.

d
Ezek utan megmutatjuk, hogy (b — a)2 =d, vagyis b —a = 5 . Az el6bbiek alapjan ehhez elég igazolni, hogy

—a

(1) Sa+1 — Sa = Se+1 — Sey

mivel = Sq41 — Sa €8 b — a = Set1 — Se. (1)-hez pedig elég belatni, hogy a feladatban megadott ss, 41, Ssy+1, - - -

szamtani sorozat differencidja is d, mivel ekkor
|Se+1 — Sat1| = d- ‘(e'i_l)_ (a+1)| =d-le—al=[se — s4l,

ami (1)-gyel ekvivalens.
Tegyiik fel indirekt modon, hogy az Ss,+1, Ssy+1, - - - Szdmtani sorozat differencidja ¢ # d. Nézziink két esetet.
1. Ha ¢ > d, akkor tetsz6leges m pozitiv egész esetén

Sspmt+1 = Ssi+1 1 (8m — 51) - ¢

ssmﬂ:ssl—|—(sm+1—51)-d§ssl—|—(d—|—sm—51)'d:ssl—l—dz—l—(sm—sl)'d,

ahol az egyenl6tlenség miatt teljesiil, hogy valamely r € NT esetén s, < m < s, (mivel az s; sorozat tetsz6legesen
nagy értéket felvehet), s ekkor s;. < s, < Sm41 < Ss,41 @ szigord monotonitas miatt, ahol ss,. és s, 41 differenciaja d.
2

Mivel s; akarmilyen hataron tul ng, 3m, hogy s, — s1 > , és ekkor

c—d
Sspm+l — Sspy1 = Ssi41 T (8m —s1) ¢ — (351 + (sm —s1)d + dz) >
> (8 —81) - (c—d) —d* >0,

vagyis Ss, +1 > Sm+1, ami ellentmondés, mivel s, +1 < spp41.
2. Hasonl6an a ¢ < d esetben:

Ssp+1 = Ss141 + (Sm — S1)C €8 S5, = Ss, + (Sm — 51)d > (8 — 51)d.

s . . .
Ekkor ha (s,, — s1) > d51+1 , akkor s5 — 85, 11 > ($m —51)(d—¢) — 85,41 > 0, vagyis ss, > S5, 11, ami ellentmondéas
c

a szigord monotonitds miatt.
Tehét bebizonyitottuk, hogy ¢ = d, igy megkaptuk, hogy d = (b — a)°.

Ezutan megmutatjuk, hogy ¢ = 1,2,... esetén s;+1 — s; = b — a, azaz az si, ss, . .. sorozat is egy szamtani sorozat.
Mivel a minimalis kiilonbség két szomszédos elem kozott b — a, igy s;4+1 — s; > b — a. Tegyiik fel, hogy valamely r-re
Sr41— 8p > b—a. Ekkor sy, — s, = d és az S5, 41 — Ss,.,.-.,8s,,, — Ss,, 1 Kiilonbségek Osszege d, és s.y1 — s
darab van, igy lesz koztiik egy, amelyik legfeljebb

d d
< =b—a,

Sr41 — S b—a

vagyis az egyik kiildnbség kisebb (b — a)-nél, ami ellentmondas.
Tehat minden kiilonbség b — a, vagyis s1, s2, . . . szdmtani sorozatot alkot, s ezzel a feladat allitasat bizonyitottuk.



