I. megoldas. A négyszog konvex, ezért O bels6 pont. Legyen az atlok szoge o < 90°. Feltehetjiik, hogy AOD< = a.
Ekkor

BOC<x=a é AOB< =COD< =180° — a.
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Mivel cos (180° — ) = —cosa, a koszinusztételt az AOB, BOC, COD és DOA haromszogek O-val szemkozti
oldaléra felirva kapjuk, hogy

AB? = AO? + BO?* + 240 - BO cosa,
BC? = BO? + CO? —2BO - CO cos a,
CD? = CO? + DO? 4+ 2CO - DO cos a,
DA? = DO? + AO? — 2DO - AO cos a.

Ezeket 0sszeadva:

AB? + BC® + CD? + DA* =
=2.(AO? + BO? + CO? + DO*) +2 - (AO — CO) - (BO — DO) cos a.
Tehat a feladatban szerepl6
AB? + BC? + CD? + DA% = 2(AO0? + BO? + CO? + DO?)
Osszefiiggés pontosan akkor teljesiil, ha
2(AO0 - CO) - (BO — DO)cosa = 0.

Mivel egy szorzat akkor és csak akkor 0, ha legaldbb az egyik tényezGje 0, azért a feltétel pontosan akkor teljesiil,
ha AO — CO, BO — DO és cos a koziil legaldbb az egyik 0. Vagyis ha O felezi valamelyik atlot, vagy pedig az atlok
mer6legesek egyméasra. Ez éppen a bizonyitando allitas.

II. megoldas. Az O pontbol a négyszog csicsaiba mutatd vektorokat jelolje rendre a, b, ¢ és d. A vektorok skalaris
szorzatanak tulajdonsagait hasznalva ekkor a feladatban szerepls

AB? + BC? + CD? + DA? = 2(AO* + BO? + CO* + DO?)
Osszefiliggeés
b-al+(c-b2+d-c)’+@-d?=2a>+b>+c+d?)
alakba irhato. Ezt atrendezve kapjuk, hogy ab + bc + c¢d 4+ da = 0, ami ekvivalens az

(a+c)(b+d)=0

Osszefiiggéssel.

Ez pontosan akkor teljesiil, ha vagy a + ¢ = 0, vagyis ¢ = —a, tehit O az AC 4tlo felez6pontja; vagy b +d = 0,
tehat O a BD atlo felez6pontja; vagy pedig az AC atloval parhuzamos a + ¢ # 0 vektor merdleges a BD atloval
parhuzamos b 4+ d # 0 vektorra, azaz ha a négyszog atloi merdlegesek egymasra. Ezzel a feladat allitdsat belattuk.

Megjegyzés. A II. megoldas lényegében ugyanaz, mint az I., mert az ott hasznalt AB? = (b — a)2 tipust Osszefiiggések nem
mésok, mint a megfelel6 haromszogekre vonatkozo koszinusztételek vektoros alakjai. Ebb6l a megoldasbdl viszont az is latszik,
hogy a feladat allitdsa nem csak konvex négyszogre igaz.



