Megoldas. Az allitast n-re vonatkozo teljes indukcioval bizonyitjuk.
n = O-ra az allitas teljesiil: 3 | 2 4 1.
Tegyiik fel, hogy az allitas igaz n = k-ra. Ennek felhasznalasaval szeretnénk belatni, hogy ekkor n = (k + 1)-re is
igaz, vagyis 3842 | 23" 1 1. Az
a® 4+ b* = (a +b)(a® — ab+ b?)

azonossagot felhasznalva:
2 1= (29 412 = (2% 4 1) ((2%)7 - 2% +1).

Az indukcios feltevés szerint (23k +1) oszthat6 3"+'-gyel, igy mar csak a szorzat masik tényez&jérsl kell belatnunk,
hogy oszthat6 3-mal.

(2")? =23 41= (2% +1)" —3.2%",

Itt (23’c —l—l)2 oszthato (3k+1)2—tel szintén az indukcios feltevés miatt, 3.2%" pedig oszthaté 3-mal, igy a kett6 kiilonbsége
is oszthaté 3-mal.
Az allitas igaz n = (k + 1)-re is, ezzel minden természetes szamra az allitast bebizonyitottuk.

Megjegyzések. 1. Tobben a kovetkez6 modon bizonyitottdk, hogy (23]6)2 — 23" 41 oszthaté 3-mal: 3-mal nem
oszthatd négyzetszdm 3-mal osztva 1 maradékot ad, vagyis (23k)2 3-mal osztva 1 maradékot ad; 2-nek pératlan
kitev6ji hatvanya 3-mal osztva 2 maradékot ad; és igy (23k)2 — 93" + 1 valéban oszthat6 3-mal.

2. Sokan a (23n)3 +1=(2""+ 1)3 - 3(23")2 —3(2") azonossagot felhaszndlva bizonyitottak az allitast.

3. Legyen m pozitiv egész, és a 0,1,2,...,m — 1 szamok koziil az m-hez relativ primek szamat jelolje ¢(m).
Az Buler—Fermat-tétel szerint ekkor a®™ — 1 oszthat6é m-mel minden olyan a egészre, ami relativ prim az m-hez.
Legyen m = 3" "1 ekkor éppen azok a szamok relativ primek az m-hez, amelyek nem oszthatok 3-mal. Igy p(3"!) =
3ntl — 3" =2.3". Valasszuk az a-t példéul 2-nek, ekkor az Euler-Fermat-tétel szerint 2% — 1 = (2% +1)(2*" —1)
oszthato 3" 1-nel. A feladat allitasa ebbdl azért kivetkezik, mert a masodik tényez6 még 3-mal sem oszthato, hiszen
2-nek minden paratlan kitev6jd hatvanya a 3-mal maradékosan osztva 2-t ad maradékul.



