I. megoldas. Minden téglatestet azonositsunk az (z;y;2) szdmharmassal, ahol x, y és z a test megfelels iranyu
méretei.

Az (a;b; ¢) tartalmazza (d;e; f)-et, ha a > d, b > e és ¢ > f (ha mindharom helyen egyenl6ség &ll, akkor a két
téglatest megegyezik, a tartalmazas ebben az esetben is fennall). Valasszunk ki a halmazbol egy tetsz6leges téglatestet,
(a; b; ¢)-t. Tegyiik fel, hogy nincs olyan téglatest, amely ezt tartalmazné. Ez azt jelenti, hogy (a;b; ¢)-n kiviil minden
téglatest az alabbi harom halmaz valamelyikének (akar tobb halmaznak is) eleme:

A: {(x;y;z) | x <a};
B: {(z;y;2) |y <b};
C: {(z;y;2) | 2 < c}.

Mivel |[AU B U C| = oo, a harom halmaz valamelyikének szamossaga végtelen. Legyen ez a halmaz pl. A. Ekkor
van végtelen sok téglatestiink, amelyekre = € {0,1,...,a — 1}. Tehat van olyan x¢ € {0,1,...,a — 1} szam, amelyre
végtelen sok téglatest esetén x = xzy. Vagyis van végtelen sok téglatestiink ugyanazzal az = koordinataval. Ezzel a
feladatot visszavezettiik 2 dimenziéra.

Azonositsuk a fenti téglalapok mindegyikét az (y; z) szamparral, ahol y és z a téglalap megfelel$ iranya méretei.
Valasszunk ki egy (b; ¢) téglalapot. Ha ezt semelyik masik nem tartalmazza, akkor (b; ¢)-n kiviil a t6bbi téglalapot két
halmazba (egyet akar tobbe is) tudjuk sorolni:

A: {(y;2) |y < b}
B: {(y;2) | 2 < c}.

Vagy az A, vagy a B halmaz végtelen szamossagu; legyen mondjuk az A halmaz. Ekkor végtelen sok olyan téglalap
van, amelyre y € {0,1,...,b—1}, igy valamely yo € {0,1,...,b—1} szamra végtelen sok téglalap jut. Tehat, visszatérve
a térbe, van végtelen sok téglatest, amelynek els§ két koordinataja megegyezik. Valasszunk ki koziiliik kettst. Ezek
koziil az egyiknek a harmadik koordinatija nagyobb, vagy ugyanakkora, mint a méasiké, tehat tartalmazza azt.

Belattuk, hogy mindig van két téglatest ugy, hogy az egyik tartalmazza a masikat.

II. megoldas. Bizonyitsunk teljes indukciéval: a dimenzidk szaméat noveljilk az indukcié soran. Egy dimenziéban,
vagyis n = 1-re igaz az allitas: Tetsz6legesen kivalasztunk két szakaszt, az egyiknek az origétol kiilonbo6z6 csicspontja
messzebb van az origo6tol, mint a masiknak, igy tartalmazza azt. Tegyiik fel, hogy az allitas igaz n = k-ra, és bizonyitsuk
be n = k + 1 dimenziéra. A koordinata-tengelyeket jelolje z1; 2zo; . . . ; 2x+1. Tekintsiink két k + 1 dimenzids téglatestet,
melyek origéval szemkozti csticsanak koordinédtai legyenek

(a1;a2;...5ak41) € (biybas...;bpg1)-
Ha az el6bbi tartalmazza az utébbit, akkor
ay > b1y az >ba; ... apy1 > brga.

Valasszunk ki egy tetszsleges X téglatestet, origoval szemkozti csticsanak koordinatai legyenek X (21;xo;. .. 2k41)-
Megmutatjuk, hogy csak véges sok olyan Y (y1;49; ... ; yr+1) téglatest létezhet, amelyek egyike sem tartalmazza X-et,
sem valamelyik masik Y téglatestet. Ha Y nem tartalmazza X-et, akkor valamely i-re y; < ;.

Ha y1 < x1, akkor g értéke (x1 —1)-féle lehet. Vegyiik ekkor y; minden értékére az Gsszes olyan téglatestet, melynek
els6 koordinataja y;. Ezek origoval szemkozti cstucsai a z; = y; egyenletd k dimenziés térben vannak, vagyis ha egy
ilyen tulajdonsagu téglatest tartalmaz egy masikat, akkor ez a testek erre a k& dimenzio6s térre vett meréleges vetiiletére
is igaz. Az indukcids feltétel szerint azonban ha ebben a térben van végtelen sok ilyen tulajdonsagu téglatest, akkor
azok koziil az egyik tartalmaz egy masikat. Ha ezt el akarjuk keriilni, akkor csak véges sok olyan téglatest lehet (k+ 1
dimenzios), amelyik elsé koordinataja az adott y; érték, és ez minden y;-re igaz.

Ugyanezt a gondolatmenetet alkalmazzuk minden y;-re, és mivel minden y; és ¢ is véges sok értéket vehet csak fel,
eddig csak véges sok téglatest létezhet gy, hogy egyik se tartalmazzon egy masikat. Azonban végtelen sok téglatestiink
van, ezért vagy az el6z6ek koziil tartalmaz valamelyik egy masikat, vagy van olyan, amelyre y1 > x1; y2 > x2; ...}
Yk+1 > Tka1, vagyis amelyik tartalmazza X-et. Az allitas tehat tetszéleges n dimenzidban igaz, igy 3 dimenzidban is.

III. megoldas. A megoldashoz hasznaljuk fel a kovetkezs segédtételt: Ha az {a,} végtelen sorozat elemei pozitiv
egész szamok, akkor az {a,, } sorozat elemeibdl kivalaszthato egy (végtelen sok elemt) monoton névé részsorozat. Ennek
a bizonyitasa a kdvetkezs: Indirekt modon tegyiik fel, hogy csak egy véges sok elembdl allo, tovabb nem bévithetd
monoton nove részsorozatot tudtunk kivalasztani; ennek az utolsé eleme legyen a,,. Ez azt jelenti, hogy a sorozat
m-nél magasabb indext elemei mind kisebbek, mint a,,. Mivel a,,-nél kisebb egész szam csak véges sok van, lennie kell
legalabb egy olyan a,,-nél kisebb szamnak, amibél végtelen sok van az a,, utédni elemek kdzott. Viszont ez a végtelen
sok egyenlé szam egy monoton novekvd részsorozatat adja {a,}-nek. Igy ellentmondasra jutottunk, tehat biztosan
kivalaszthato végtelen elemszami monoton névs részsorozat.



A téglatesteket tovabbra is az origoval atellenes csucsuk koordinataival, az (x; y; z) szamharmassal jellemezziik. Egy
(z1;y1; 21) téglatest pontosan akkor tartalmazza az (zo;ye;22) téglatestet, ha a koordinataikra igaz, hogy x1 > xa,
Y1 2 Yo, 21 = 22

Allitsuk sorba a téglatesteket gy, hogy az z koordinatajuk névekvé sorozatot alkosson. Ekkor a téglatestek y koor-
dinatajanak sorozata egy pozitiv egész szamokbol 4ll6 sorozat. A segédtétel szerint ki lehet valasztani az y koordinatak
koziil egy monoton névs végtelen részsorozatot. Ennek a részsorozatnak az elemeihez tartozo téglatestek z koordina-
taja ugyancsak pozitiv egész szamokbol allé sorozat, tehat ebbdl is ki lehet valasztani egy monoton névé végtelen
sorozatot. Ezért ezekhez a koordinatakhoz tartozo téglalapokra igaz, hogy az x, az y és a z koordinatajuk sorozata
is monoton nové sorozatot alkot, ezért minden magasabb indexd téglatest tartalmazza az alacsonyabb indextit. Tehat
a feladat allitasanal tobbet is bizonyitottunk: Végtelen sok olyan téglatest van, hogy ebbdl barmelyik kettd koziil az
egyik tartalmazza a masikat.



