I. megoldas. Megmutatjuk, hogy @D, pontosan akkor mersleges PF;-re, ha PA mer6leges By Bs-re. Ebbdl a
feladat allitasa nyilvan kovetkezik.

Az ABj By haromszog hegyesszogd, ezért D; az AB; szakasz bels6 pontja. Legyen P-nek az F;-re vonatkoz6 tiikorké-
pe G;. Mivel F; felezi a B; D; szakaszt, azért a PB;G; D; négyszog kozéppontosan szimmetrikus, vagyis paralelogramma.
Tehat G;D; parhuzamos PB;-vel, s igy By Ba-vel is. Nagyitsuk a PAF; haromszoget P-bol kétszeresére. A nagyitasnal
A képe Q, F; képe G;, D; képe pedig az a H; pont, amely a P-bsl QG;-re allitott merdleges talppontja (lasd dbra).
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A PQG,; haromszogben tehat PH,; magassagvonal. Vizsgaljuk meg, hogy az erre illeszked6 D; pont mikor lesz a
haromszdg magassagpontja. Ez pontosan akkor kdvetkezik be, ha a haromszognek még egy magassagvonala atmegy
D;-n. (Ekkor persze mindharom magassagvonal 4tmegy D;-n.) A QD; egyenes pontosan akkor magassagvonal, ha QD;
merdleges PG-re, azaz PFi-re, a G;D; egyenes pedig pontosan akkor magassagvonal, ha G;D; meréleges PQ-ra, azaz
ha a G;D;-vel parhuzamos By By mer6leges AP-re. Vagyis QQD; pontosan akkor meréleges PF;-re, ha PA meréleges
Bj By-re, mert mindkett6 akkor kévetkezik be, ha D; a PQG,; haromszog magassidgpontja.

Ezzel a feladat allitasat belattuk.

I1. megoldas. Allitasunk bizonyitasahoz inditsunk A-bol helyvektorokat és jeloljiik ezeket a megfelels kisbettikkel,
azaz legyen tetsz6leges X pont esetén zﬁ = x. Ekkor Q) és F; definici6ja miatt q = —p és 2f; = b; +d;. Mivel PD;
merdleges AB;-re, s igy AD;-re is, a megfelel6 vektorok skalaris szorzata 0, azaz (p —d;)b; = 0 és (p — d;)d; = 0.
Vagyis

pb, =d;b; é pd,=d;.

A @D, szakasz pontosan akkor meréleges PF;-re, ha
(di —a)(2p — 2f;) =0,
amibe behelyettesitve f;-t és g-t, valamint felhasznalva az (1) egyenlSségeket kapjuk, hogy
(di +p)(2p — b; — d;) =0,
2pd, — d;b; — d? + 2p? — pb, — pd, = 0,
(pd, — d?) — (bid; + pb;) + 2p° =0,

azaz 2p? = 2pb, vagyis p(p — b;) = 0.

Mivel sem p sem p — b; nem nullvektor, ez pontosan akkor teljesiil, ha a két vektor meréleges egymasra, azaz ha
AP mer6leges PB;-re. Tehéat ¢ = 1, 2-re vagy egyszerre meréleges mindkét par, vagy egyik par sem merdéleges. Ez épp
a bizonyitando allitas. (A bizonyitas soran nem hasznaltuk ki, hogy az ABjBs haromszog hegyesszog. )



