I. megoldas. Mindkét oldalt négyzetre emelve, majd rendezve:
V2—2+V15+2=9-2y(2—2)(15+x).

Ismét négyzetre emelve:
2—2)+(15+2)+2/2—2)(15+ ) =
=81+4/(2—2)(15+2) - 36¢/(2 — 2)(15 + ).
Legyen a = m . Ekkor
17 + 2a? = 81 + 4a? — 364,
0 = 2a® — 36a + 64.

Innen a = 16 vagy a = 2.

Ha a = 16, akkor a 16 = /(2 — x)(15 + z) egyenlet mindkét oldalat negyedik hatvanyra emelve, majd rendezve a
0 = 22 + 13z + 65 506 egyenletet kapjuk. Ennek negativ a diszkriminansa, tehat nincs megoldasa.

Ha a = 2, akkor a 2 = /(2 — z)(15 + z) egyenlet mindkét oldalat negyedik hatvanyra emelve, majd rendezve a
0 = 22 + 13z — 14 egyenletet kapjuk. Ennek megoldasa z; = —14 és x5 = 1, mindkét gySk megoldasa az eredeti
egyenletnek is.

II. megoldas. Legyen a = V2 — z, b = V15 + 2. Ekkor a + b = 3, valamint a* + b* = 17. Irjuk fel az (a + b)*
hatvanyt, majd alakitsuk at:

(a+b)" = a* + 4d°b + 642D + 4ab® + b* = 17+ 4a°b + 646> + 4ab®.
Felhasznalva, hogy (a + b)4 = 81, a kovetkezs egyenletet kapjuk:
32 = 2a%b + 3a°b* + 2ab® = ab(2a” + 3ab + 2b*) = ab(2(a + b)® — ab) = ab(18 — ab).

A zarojelet felbontva és nullara redukalva:
(ab)® — 18ab + 32 = 0.

Ez az egyenlet ab-re nézve masodfoki, megoldasa: ab = 16, illetve ab = 2. Ezekb6l a = 3 — b felhasznalasaval:
(3 —b)b = 16, vagy (3 — b)b = 2. Igy b-re két méasodfoki egyenletet kapunk. Az elsének a diszkriminansa negativ,
tehat nincs valos gyoke. A méasodik egyenletbdl: by =2, by = 1. Innen: V15 +zx =2, 21 =1; V15 +x =1, 25 = —14.
Mindkeét x érték megoldasa az eredeti egyenletnek is.

II1. megoldas. Legyen

flx) =v2 -2+ V15 +z,

ahol z € [—15, 2]. Végezziink fliggvényvizsgalatot. Szamitsuk ki el6szor az elsérendi derivaltat:
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Ez csak akkor lehet 0, ha x # —15 és x # 2 mellett
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54+zz=2—=x, r = —6,5.
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Felhasznélva, hogy a |—15;2[ intervallumon az f’(x) végig értelmezve van, és pl. f'(=7) > 0, és f'(0) < 0, kapjuk,
hogy f'(z) a |—15; —6,5[ intervallumon pozitiv, igy itt f(z) szigortian monoton né; a |—6,5; 2[ intervallumon negativ,
igy itt f(x) szigortan monoton csdkken; végiil mivel f'(x) a —6,5-ben 0, és elGjelet valt, igy itt f(x)-nek maximuma
van. Ennek értéke: f(—6,5) ~ 3,415 > 3. Tehat az f fliggvény két helyen veszi fol a 3-at az adott intervallumon. Mivel
f(1) = f(—14) = 3, és f(—15) = f(2) = 2,03, azért az egyenletnek két megoldasa van: © =1 és ¢ = —14.

Megjegyzés. Abrazolva f(z) két tagjat kiilon-kiilon, az dbrdrdl sejthetd, hogy a metszéspontban (z = —6,5) lesz a
két fiiggvény Osszegének értéke maximaélis, hiszen a metszéspontra szimmetrikus a két fliggvény, és pl. a metszésponttol
jobbra v/2 — x ,jobban” csdkken, mint amennyire v/15 + z né.
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Valoban, mivel a g(r) = +/z fiiggvény szigortian konkav, azért az f fiiggvény értéke —6,5-nél kisebb, illetve nagyobb
z-ekre:

f(=65+¢)=f(—65—¢c) =85 —c+ /85+¢c=
=2-[05- ¢85 —e+05- ¢85 +¢],
ami a Jensen-egyenl6tlenség szerint € > 0 miatt kisebb, mint
2-30,5-2-85=2-{/85= f(—6,5).

Ezzel csak azt mutattuk meg, hogy az f(z) fliggvény © = —6,5-nél veszi fel a maximumat, azt nem, hogy minden
mas értéket a [—15;6,5] és a [—6,5;2] intervallumban is csak egyszer-egyszer vesz fol. Ha megnézziik a g(x) = v/z
grafikonjat, lathato, hogy ,,jobbra” haladva a ndvekedése lelassul, amibdl mar kévetkezik, hogy d > ¢ esetén

F(=6,5+68) < f(=65+¢).

(V85— 0485406 < /B85 —e+/B85+e, V/85+0—1/85+e < /85 —e—/85— 0, ami az dbrin szemléltetett
két szakaszhoz hasonloan &dbrazolhato.)
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Pontos bizonyitas a III. megoldasban is hasznalt derivalassal adhato.



