Megoldas. Tegyiik fel, hogy az &llitassal ellentétben léteznek olyan legalabb elséfoku egész egyiitthatos p és g
polinomok, amelyekre

f@)=(x—a)(x—a2)...(x —an) — 1 =p(x) - q(x).

Ekkor minden 1 < i < n esetén p(a;) - q(a;) = f(a;) = —1. Mivel p(a;) és q(a;) egész szamok ez azt jelenti, hogy
koziiliik az egyik 1-gyel, a méasik pedig —1-gyel egyenls. Mindenképpen igaz tehat, hogy p(a;) + g(a;) = 0. Mivel p és ¢
legalabb elséfoku és a szorzatuk f, ami n-edfoki, azért mindegyikiik foka legfeljebb n — 1; igy a p + ¢ olyan legfeljebb
(n — 1)-edfokt polinom, amelynek van n darab kiilonb6z6 gyoke: a1, aq, ..., a,. Ez csak ugy lehet, hogy p 4+ ¢ = 0,
vagyis ¢ = —p, tehat f = —p®. Ez azonban nem lehetséges, hiszen f fGegyiitthatoja 1, a —p? polinomé pedig nyilvan
negativ.

Megjegyzések. 1. Eljutva a fenti gondolatmenetben odaig, hogy minden 1 < ¢ < n-re a p(a;) és g(a;) egyike 1, a masika
pedig —1, a bizonyitas folytatdsara egy mésik at is kinalkozik. Mivel egy k > 1-edfokt polinom semmilyen értéket sem vehet f6l
k-nal t6bbszor, és a p és ¢ fokanak Osszege n, mindketten ugyanannyiszor veszik fel az 1 és a —1 értéket, és ez a szam egyben
mindkett6jiik kozos foka, n/2. Ha példaul a p(x) polinom éppen az a1, as, ..., ax helyeken vesz fel 1-et (és az ax+1, Gk+2,- . ., a2k
helyeken —1-et), akkor az el6bbi feltétel alapjan

px)—1=c(z—a1)(z —a2)...(z —ax)
alaki, alkalmas c egésszel. Viszont a p(ajyr) = —1 (1 < j < k) feltétel szerint
p(x) +1=d(x— apt1)(x — art2) ... (z — az),
alkalmas d egésszel. A két eredmeényt Osszevetve azt kapjuk, hogy egyrészt nyilvan ¢ = d (a p polinom fGegyiitthat6ja), masrészt
1+c(z—a)(x—az2)...(z—ar) = -1+ c(x — ap+1)(x — aps2) . .. (T — az2k).

A sors fintora, hogy a kapott azonossag bizonyos esetekben nem vezet ellentmondashoz. A feladat alabbiakban targyalt valto-
zatdban viszont éppen ezeket a kivételes eseteket kell meghatarozni.

2. A g(z) =(x—a1)(r—a2)...(x—an)+ 1 polinom nem mindig felbonthatatlan. A kozolt megoldashoz hasonl6an azonban
meghatarozhato, hogy pontosan mely esetekben bomlik {6l a g két legalabb elstfoki egész egyiitthatos polinom szorzatara. Keét
ilyen eset van: 1. n = 2, {a1,a2} = {a,a + 2}, illetve 2. n =4, {a1,a2,a3,a4} = {a,a+ 1,a + 2,a + 3}, ahol a tetsz6leges egész
szam. Az els6 esetben

(:c—a)(:c—a—2)+1:((x—a—1)+1)((:c—a—1)—1)+1:(:c—a—1)2,
a masodik esetben pedig

g@)=(z—a—-1)(z—a—-2))((x—a)(x—a—3))+1=
=(z—a-D(@-a-2)-1)((z—a)(w—a—-3)+1) =

(m2 — (20 + 3)z + (a® + 3a + 1))2.



