I. megoldas. Jeloljiik a korvonalat k-val, kdzéppontjat O-val, sugarat pedig r-rel. Ha C egybeesik O-val, akkor
sohasem keletkezik haromszog, ezért ekkor a mértani hely ilires. Ha C' a korvonalra esik, akkor Thalész tétele szerint a
keletkezett ABC haromszogek C-nél 1évé szoge derékszog, azaz a magassagpontjuk mindig C, tehat ekkor a mértani
hely egyediil a C pontbol all.

A tovabbiakban tegyiik fel, hogy a C pont c tavolsidgra helyezkedik el O-t6l, ahol 0 < ¢ # r. Legyen D az OC
felegyenesnek az a pontja, amely O-tol d = 72 /c tavolsagra van'l. Megmutatjuk, hogy a keresett mértani hely az az e
egyenes, amely meréleges az OC' egyenesre és athalad D-n.

Inditsunk O-bol helyvektorokat és jeloljiik ezeket a megfelels kisbettivel, azaz tetsz6leges P pont esetén legyen O? =
p- Ha az ABC haromszog magassagpontja M, akkor M-et a haromszog csucsaival 6sszek6ts egyenesek merdlegesek
a héromszog szemkozti oldalaira. Tehadt m — a mer6leges a ¢ — b vektorra, m — b pedig meré6leges a ¢ — a vektorra.
Mivel b = —a, a vektorok skalaris szorzatat hasznélva ezt az

(m—a)ilc+a)=0 é (m+a)ic—a)=0

viszont az kovetkezik, hogy dc = a2, ezért mc = dc, s igy (m —d)c = 0. Az m — d vektor tehat merdleges a ¢
vektorra, vagyis M D mer6leges OC-re. Ezért az M pont rajta van az e egyenesen.

Megmutatjuk, hogy az e egyenes minden pontja elgall valamely megfelel6 haromszog magassagpontjaként. Legyen
E az e egyenes tetszéleges pontja. A k-nak pontosan egy EC-re mer6leges ApBg atmérdje létezik. Mivel EC nem
parhuzamos e-vel, az Ag és Bg nem eshet az OC egyenesre, tehat Ag, Bg, és C mindig haromszdget alkot. Ennek a
haromszognek a magassagpontja az el6z6ekben bizonyitottak szerint illeszkedik e-re, s mivel EC' meréleges Ap Bp-re,
azért EC-re is. Azaz a magassagpont nem lehet mas, mint az FC egyenes e-vel alkotott £ metszéspontja.

II. megoldas. Hasznéljuk az I. megoldas jeloléseit. Ha C' = O vagy C € k, akkor ugyanazt mondhatjuk, mint az
I. megoldasban. Ha ezek egyike sem teljesiil, akkor legyen az OC' szakasz Thalész-kore £, a k és ¢ hatvényvonale h,
az ABC haromszog magassagainak talppontjai pedig rendre A’, B’ és C'. Megmutatjuk, hogy a keresett mértani hely
a h egyenes.

!Bz éppen C-nek a k-ra vonatkozo inverze.
2 A hatvanyvonalrol bévebben lasd: http://www.lexikon.fazekas.hu/.



Az ABC héaromszdg f Feuerbach-kére atmegy az A’, B, C’ pontokon, valamint az MA, M B, MC szakaszok
felez6pontjain. Ezért M-nek f-re vonatkozoé hatvanyét szelGszakaszok szorzataként felirva kapjuk, hogy

azaz

AM-MA=B'M-MB=C'M-MC.

Viszont AA'B< = BB'A<q = OC'C< = 90°, ezért Thalész tételének megforditasa miatt A’ és B’ rajta vannak
k-n, C’ pedig rajta van f-en. Tehat A’M - MA = B'M - M B éppen M-nek k-ra vonatkozo hatvanya, mig C'M - MC az
M -nek ¢-re vonatkoz6 hatvanya. Vagyis M-nek a két korre vonatkozd hatvanya egyenls, ezért M illeszkedik a korok b
hatvanyvonalara.

Be kell még latnunk, hogy h minden pontja a mértani helyhez tartozik. Tetsz6leges h-ra illeszked§ H pont esetén
legyen HC' és ¢ C-t6l kiilonb6z6 metszéspontja Cy (ez mindig létezik, mert f-nek a C-beli érintGje parhuzamos h-val),
k-nak a CCp egyenesre meréleges atmérdje pedig Ay By . Mivel CCy nem parhuzamos h-val, azért Ay, By, és C
mindig haromszoget alkot. Ennek a haromszognek a magassagpontja az eléz6ekben bizonyitottak szerint illeszkedik
h-ra, s mivel CCy mer6leges Ay By-ra, igy CCpy-ra is. Azaz a magassdgpont nem lehet mas, mint a CCpy egyenes
h-val alkotott H metszéspontja.



