I. megoldas. Jelolje az ABC és a PQR haromszogek szogeit az 1. dbrdn lathaté modon «, 3, v, illetve @, 4, €.
Mérjiik fel az AC oldal A-n tuli meghosszabbitaséra az AB, a P@ oldal P-n tali meghosszabbitdsara a PR szakaszt.
Az igy kapott pontok legyenek B’ illetve R’. Igy a bizonyitandoé allitas B'C' = R'Q.

Az AB'B egyenl6szart haromszog A-nél 1éve kiils6 szoge o, ezért

AB'B< = ABB'q = %

Mivel QR felezi a BAC szdget, BAR< = — = ABB’'<, vagyis BB’ és RQ péarhuzamosak. Ugyanigy kapjuk a PR'R

héromszog egyenl@szarusigabol kiindulva, hogy RR' és BC is parhuzamosak (1. dbra).
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1. dbra

A BB’ szakasz felez6mer6legese, fp dtmegy A-n, ami QR felez6pontja, tehat fp egyuttal Q R-nek is szakaszfelezd
merd&legese. Ugyanigy kapjuk, hogy az RR’ szakasz felez6merdélegese, fr atmegy P-n, ami BC felez6pontja, tehat fr
egyuttal BC-nek is szakaszfelez6 merélegese. Ezért a K = fz N fr pont a B'BC és az R'R(Q) haromszdgek koriilirt
koreinek is kozéppontja.

A B’'BC haromszog koré irt kdérben a BC hirhoz & eriileti sz0g tartozik, ezért a megfelel§ kézépponti szog

BKC<« = «. Viszont BAC< = «, tehat a BC szakasz K-bol és A-bol ugyanakkora szogben latszik, ezért BCK A
hurnégyszog. Legyen a koré irhatoé kore k1. Hasonléan kapjuk, hogy RQ K P is harnégyszog, az e koré irhaté kor legyen
ko (2. dbra).




Legyen k1 és ko mésodik metszéspontja M, K P és ky, illetve K A és ky masodik metszéspontja L, illetve N. Mivel
K P mer6legesen felezi ki-ben a BC hurt, KL atméré ki-ben. Ugyanigy kapjuk, hogy KN atmérd ko-ben. Ezért
Thalész tétele szerint
LMK<=NMK<=90°

vagyis L, M és N egy egyenesen vannak. Ugyancsak Thalész tétele miatt K AL<t = 90°, s mivel K A az RQ szakaszfelezs
merGlegese, A, R és L is egy egyenesen vannak. Ugyanigy lathato be, hogy P, B és N is kollineérisak. Ez viszont azt
jelenti, hogy a K LN haromszog magassagvonalai éppen KM, LA és N P, azaz e harom egyenes a K LN haromszog H
magassagpontjaban metszi egymast. Ekkor a szelGszakaszok szorzatara vonatkozo tételt (lasd pl. Geometriai feladatok
gytjteménye I, 1325. és 1327. feladatok) H-ra és a kq, illetve ko korre alkalmazva kapjuk, hogy

BH-HC=KH-HM, é RH -HQ=KH- -HM, azaz BH-HC=RH-HQ,

vagyis B, C, R és Q egy k koron vannak. Viszont mér lattuk, hogy BC' és RQ felez6merdélegese is atmegy K-n, ezért a
négy ponton dtmend kor kozéppontja K, amibél az kovetkezik, hogy k egytttal a B'BC és R’ RQ haromszdgek kozos
koriilirhat6 kore.

Most méar csak azt kell megmutatnunk, hogy k-ban a B'C és R'Q huarokhoz ugyanakkora keriileti szog tartozik.
Ez a szog (lasd az 1. dbrdt) ki-ben B'BO< = % + 8, mig ko-ben R'RQ< = g + €. Ezek viszont egyenlSek, mert

mindketts megegyezik (180° — AK P<1)-gel, hiszen AK mer6leges B’ B-re is és RQ-ra is, PK pedig mer6leges BC-re
is és R'R-re is. Ezért B'C = R'Q, s igy az allitast belattuk.

II. megoldas. Az ABC haromszog koré irhato kort jelolje k4, a PQR haromszog koré irhatét pedig kp. A
BC egyenesnek a kp korrel alkotott méasodik metszéspontja legyen P’, a QR egyenesnek k4-val alkotott mésodik
metszéspontja pedig A'. Mivel QPP’'< = RPP'<, kapjuk, hogy QP’' = RP’, vagyis AP’ a QR szakasz felez6merdlegese.
Hasonloképpen BA' = CA’, és PA’ a BC szakasz felez6merdlegese.

3. dbra

Legyen AP'P< = ¢ ¢s P'AB< = 1. Mivel CAA'<x = BAA'< = 90° — 1, azért
CAP'< =180° — 1,
és igy
BA'Ad = BCAq«=1n—c¢.
Tovabba CA’ A< = CBA< = € + 1, ahonnan CA'P< = BA'P< = 1, és PA’ A< = ¢ kovetkezik. Ezért az A', P, A, P’
pontok egy k kdrvonalra illeszkednek, tovabbé ha az A’P és P’ A egyenesek metszéspontjat T-vel jeloljiik, akkor
A'TAq«=90° —e = BAA'<+ BCA< = BCA'<+ BCA<« = A'CA«.

A T pont tehat illeszkedik a k4 korre, és ugyanigy a kp korre is, méghozza TA" a k4 kornek, mig TP’ a kp kornek
atmérGje is egyben (3. dbra).

Felhasznélva, hogy P'R = P'Q és hogy A felezi a QR szakaszt, valamint Ptolemaiosz tételét (14sd pl. Geometriai
feladatok gyijteménye I, 1259. feladat) a PQP’'R hurnégyszogben, kapjuk hogy

(PQ+ PR)-P'R=PQ-P'R+PR-QP =QR-PP' =2AR-TP cose.



Mivel a P’AR és P'RT derékszogi haromszogek P'-nél 16v6 szoge kozos, ezért a haromszogek hasonlok, tehat

AR , RT
P -TP" -cose =2- TP

PQ+PR=2- -TP'-cose =2-TR - cose,

és ugyanigy kapjuk az A’PC és A'CT haromszdgek hasonlosagabol, hogy
AB+ AC =2-TC - cose.

A bizonyitandé allitashoz elegends tehat a TR = T'C egyenlGséget igazolni.
Legyen BC és R(@) metszéspontja M. Alkalmazzuk a szelGszakaszok szorzatara vonatkozd tételt az M pontra és
rendre a ka, k és kp korokre:

MB-MC=MA-MA"=MP-MP' =MQ-MR.

Tehat a B, @, C és R pontok egy korre esnek. TB = TC és TQQ = TR miatt ennek a kornek éppen T a kbzéppontja,
vagyis valoban TR = T'C. Ezzel az allitast belattuk.



