I. megoldas. Jelolje az atlok metszéspontjat M, az a és a c oldal meghosszabbitdsanak metszéspontjat pedig E
(1. dbra). Ekkor
CEB< =180° — (EBC< + BCE<) = 180° — (30° + 90°) = 60°.

Vagyis az EBC haromszog egy olyan szabalyos haromszog fele, amelynek b a magassaga. Igy
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EB=—=— =63, ahonnan EA=EB—a=2V3.
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Mivel CE az EB fele, a hossza 3v/3. Ezekb6l DE = CE — ¢ = 2V/3.
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Az ADE haromszdg két oldala egyenls, és az altaluk bezart szdg 60°, ezért szabalyos. Tehat d = 2v/3, EAD< =
ADE< = 60°, amibsl DAB< = CDA< = 120°.

Az ABD haromszogben: ABD<+ BDA< = 180° — DAB< = 60°. Az ABD és a DAC haromszogek hasonléak,
mert

AB 43 23 DA
DA 23 /3 CD
és az ezen két oldal altal kozbezért sz6g DAB< = CDA< = 120°. Emiatt ABD< = DAC< is teljesiil.
Mindezekbdl:

AMD< = 180° — (DAM< + MDA<) = 180° — (DAC< + BDA<) =
— 180° — (ABD< + BDA<) = 180° — 60° = 120°.
Tehat a négyszog atloi 180° — 120° = 60°-ot zarnak be egymaéssal.

II. megoldas. Az el6z6 megoldasbol felhasznaljuk, hogy az ABC D négyszog negyedik oldalanak hossza 2V/3, 63
a fennmaradé két sz0g nagysaga pedig 120°.

Helyezziik el ezt a négyszoget egy ,szabalyos haromszog-racsban”, ahol a szabalyos haromszogek oldalanak hossza
2v/3 (2. dbra). Koénnyen lathato, hogy a magassaguk 3.
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Az dbrdn rajzoljuk be az atlokat, majd a rovidebbik atlot toljuk el v/3-mal az abran lathato moédon, majd hosszab-
bitsuk meg, igy kapjuk az F' pontot. A DBF haromszog szabalyos, mert mindharom oldala egy olyan haromszog
leghosszabb oldala, amelynek két rovidebb oldala 2v/3 és 4v/3, és az altaluk bezart szog 120°-os. Ezért BDEF< = 60°.
Az 4tl6k metszéspontjat M-mel jeldlve BM A< és BDF< egyallasu szogek, ezért BM A<t = 60°, a négyszog atloi altal
bezart szog tehat 60°.

III. megoldas. Hasznéljuk az 1. dbra jelSléseit. Legyen tovabba BM A< = ¢. Az 1. megoldas szerint BE = 6v/3,
CE = 3V3 és az ADE haromszdg egy 2v/3 oldali szabalyos haromszog, igy magassaga 3.
Szamitsuk ki kétféleképpen a négyszog teriiletét.

3v3-9 2v3-3  21V3

1 T=T -T =
(1) BCE ADE 5 D) D)




Maésrészt

_ BD-AC

(2) T >

- sin (.

Sziikségiink van tehat BD és AC hosszéra.

A Pitagorasz-tételb6l: BD = \/BC? + CD? = v/84 = 2¢/21. Az A-bol a BC oldalra allitott mersleges talppontjat
F-fel jelolve lathato, hogy a BFAA is egy szabélyos haromszog fele, amibsl BF = 6 és
AF = 2V/3, tovabba FC = BC — BF = 3 kivetkezik. Az AFC haromszogre alkalmazott Pitagorasz-tételbsl kapjuk

ezutan, hogy
AC = \/AF? + FC? = /21.

Az atlokra kapott értékeket (2)-be helyettesitve:

2v/21-v/21
(3) Tzf-singozﬂsincp.
Végiil (1) és (3) jobb oldalat egyenlévé téve, majd a kapott egyenlet mindkét oldalat 21-gyel osztva kapjuk, hogy

sinp = , amibdl ¢ = 60° vagy 120°, az atlok altal bezart szog tehat 60°.
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IV. megoldas. Tekintsiik az 1. dbrdt.
Legyen BM A< = a, CBM< = 8 és BCM< = . Mivel BM A< a BCM héromszog kiilsé szoge, azért o = 5+ 7.
Az ABC haromszogben felirva a koszinusz-tételt:

AC? =48 +81 —2-36- V3 - cos30° = 21,

amibsl AC = v/21. A BCD haromszogben felirva a Pitagorasz-tételt: 92 + 3 = BD?, amib6l BD = /84,
Szamoljuk ki 3 és v szinuszat és koszinuszat:

. CD 3 1 BC 9 3v3
sinfl=—-==—==—=, Cc8f=—7=—==—=.
BD 84 27 BD 81 2V7

Az ABC haromszogre vonatkozo szinusztételbdl adodoan:

siny  sin30°

443 V21
2
amibdl siny = 7 Ebbdl (mivel v < 90°) kapjuk, hogy
cosy = _4_ @
v v
Végiil az addicios-tételt felhasznalva:
COSCYiCOS(/B‘F )—3_\/5 ﬁ_i l—l
RNV AN A
és igy a = 60°.
V. megoldas. Hasznaljuk a 3. dbra jeloléseit.
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Mivel v az ABM haromszog kiilsé szoge, azért v = o + 8. Meghatarozasdhoz hasznaljuk fel a

tga+tg S

tg(a+B) = I—tga tgf



Osszefiiggeést.

Az ABC héaromszogben tg o = ?
4v/3 3 ;
Az AT D haromszog egy szabalyos haromszog fele, igy T'D = T\/_ = 2V3 és AT = g -4v3 = 6. Igy TB =
2v3
9 — 6 =3, és a TBD haromszdgben tg 3 = T‘f
Igy tehat
V3 4 2V8 /3
_ __9 3 _ 9 _ S _ane
tgy=tg(a+p8) = 1_§'%§ = % =+/3, amib6l a = 60°.

VI. megoldas. Allitsunk D-ben merdlegest AD-re, és ennek az AB oldallal vett metszéspontja legyen E. Az ADE
haromszogben DAE< = 30° és ADE< = 90°, ezért a haromszog harmadik szoge,
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AED< = 60°, és AD ismeretében DE és AE is meghatarozhato: AE = \/—T/Q

=8, illetve DE = AE/2 = 4.

4. dbra

Ezutéan kossiik ossze az E és a C pontokat. Az EBC haromszog derékszogt, befogoi v/3 és 1 hosszuak, igy atfogoja,
EC =2, tehat ez a haromszog is egy szabélyos haromszog fele, CEB< = 60° és

ECB< = 30°.

A DEC haromszog oldalai: EC =2, ED =4¢ésCD = 2v/3, tehat ez is egy szabalyos haromszog fele, DEC < = 60°,
DCE< =90° és EDC<t = 30°.

Tekintsiik ezutan az ADC és a DC B héromszoget. A két haromszog hasonlo, hiszen

AD DC
— == : ADC< = DCB< =90° 4 30° = 120°
DC - CB és < < + )
tehét két oldaluk ardnya és az altaluk kozrezéart szog megegyezik. Ez azt jelenti, hogy van olyan kézéppontos hasonléséagi
transzformécio, amely az ADC haromszoget a DC' B haromszogbe viszi. Mivel az AD és a DC' egyenesek altal bezart
szo6g 180° — 120° = 60°, ezért az AC és a DB egyenesek altal bezart szog is 60°.



